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授课时间 第 1 周 课 次 第 1 次

章 节

名 称

第一章、初等函数

1.1、一次函数和反比例函数

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

理解一次函数和反比例函数。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

画图。

反比例函数：S＝xy不变。

教学步骤及内容：

第一章、初等函数

1.1、一次函数和反比例函数

教学目的：理解一次函数和反比例函数。

教学重点：画图。

教学难点：反比例函数：S＝xy不变。

1、 0k 时 y随着 x的增加而增加，

0k 时 y随着 x的增加而减少。

2、画 42  xy 和 42  xy 的图像。
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3、 bkxy  过点(1，3)和(3，7)，求该一次函数。

解： 12
2
1

37
3

















xy
k
b

bk
bk

4、画图。

(1)、 xy 2 (2)、 xy
2
1



(3)、 xy 2 (4)、 xy
2
1



(5)、 2x (6)、 3y
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5、画图

(1)、 2 xy (2)、 3 xy (3)、 42  xy
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二、反比例函数：
x
ky 

1、 0k 时 y随着 x的增加而减少，

0k 时 y随着 x的增加而增加。

2、注意图像关于原点对称。

3、已知函数 y＝y1＋y2，其中 y1与 x成正比例，y2与 x－2成反比例，且当 x＝1时，

y＝－1；当 x＝3 时，y＝5，求此函数的解析式。

解：y1与 x成正比例，设比例系数为 1k ，则有 y1＝k1x；y2与 x－2 成反比例，设比

例系数为 k2，则有
2

2
2 

x
ky ，故 y＝y1＋y2＝

2
2

1 

x
kxk ，

当 x＝1 时，y＝－1；当 x＝3 时，y＝5，则















23
35

21
11

2
1

2
1

kk

kk

解得







2
1

2

1

k
k

，所以
2

2



x

xy 。

复习思考题、作业题： bkxy  过点(2，4)和(3，8)，求该一次函数。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 2 周 课 次 第 2 次

章 节

名 称
1.2、二次函数的基本性质

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求
理解二次函数的概念。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：画图。

难点：求解二次不等式。

教学步骤及内容：

1.2、二次函数的基本性质

二次函数： cbxaxy  2 ， )0( a

教学目的：理解二次函数的概念。

教学重点：画图。

教学难点：求解二次不等式。

1、二次函数一定要讨论对称轴：
a
bx

2
 。

2、跟 x轴的交点就是方程 cbxax 2 =0 的解。

3、韦达定理












a
cxx
a
bxx

21

21

4、画图，求出 y的取值范围。

(1)、 542  xxy (2)、 652  xxy

(3)、 642  xxy (4)、 542  xxy

(5)、 422  xxy (6)、 xxy 22 
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(7)、 22  xy (8)、 122  xxy

5、解不等式

(1)、 0542  xx (2)、 0652  xx

(3)、 0642  xx (4)、 0642  xx

(5)、 0542  xx (6)、 0542  xx
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(7)、 0422  xx (8)、 0422  xx

解：(1)、先解 0542  xx 可得 11 x 或 52 x ，故 0542  xx 的解为 5x 或

1x ；

(2)、先解 0652  xx 可得 21 x 或 32 x ，故 0652  xx 的解为 32  x ；

(3)、 0642  xx 的判别式 02416  ，方程无解，开口向上，

故任何 x都使 0642  xx ，故解集为全体实数 R；

(4)、 0642  xx 的判别式 02416  ，方程无解，开口向上，

故任何 x都使得 0642  xx ，没有 x使得 0642  xx ，故解集为空集；

(5)、 054054 22  xxxx ，

先解 0542  xx 可得 11 x 或 52 x ，故 0542  xx 的解为 51  x ；

(6)、 054054 22  xxxx ，

先解 0542  xx 可得 11 x 或 52 x ，故 0542  xx 的解为 5x 或 1x ；

(7)、 042042 22  xxxx ，判别式 0 ，方程无解，开口向上，

故任何 x都使得 0422  xx ，没有 x使得 0422  xx ，故解集为空集；

(8)、 042042 22  xxxx ，判别式 0 ，方程无解，开口向上，

故任何 x都使得 0642  xx ，故解集为全体实数 R；

6、求下列函数的 y的取值范围

(1)、 )11(652  xxxy

(2)、 )31(652  xxxy
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7、画图

(1)、 542  xxy

(2)、 542  xxy

(3)、 542  xxy



10

8、求 12 22  aaxxy 在 11  x 的最小值。

解：对称轴为 ax  ，

(1)、若 1 a 即 1a ，则在 1x 处取得最小值： 221121 222  aaaa ；

(2)、若 1 a 即 1a ，则在 1x 处取得最小值：

221)1(2)1( 222  aaaa ；

(3)、若 11  a 即 11  a ，则在 ax  处取得最小值：

11)(2)( 22  aaaa 。
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9、公式

1、 ))(( 2233 babababa  ， ))(( 2233 babababa  。

2、 32233 33)( babbaaba  ， 32233 33)( babbaaba  。

3、 bcacabcbacba 222)( 2222  。

4、 2
222 12)1(2)1(

a
a

a
a

a
a  。

5、 1cossin 22   ，



cos
sintan  。

10、二次函数： cbxaxy  2 ， )0( a

①、图象是一条抛物线，关于
a
bx

2
 对称，顶点是 )

4
4,

2
(

2

a
bac

a
b 

 。

(怎么来的？)

复习思考题、作业题：解不等式： 0822  xx 。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 2-3 周 课 次 第 3-4 次

章 节

名 称
1.3、讨论二次函数

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
3

教 学

目 的

要 求

对二次函数分情况讨论。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：求解不等式。

难点：讨论对称轴的取值范围。

教学步骤及内容：

1.3、讨论二次函数

1、不等式    012  xx 的解为( )。

 12.  xxxA 或  21.  xxxB 或

 12.  xxC  21.  xxD

解：       012012  xxxx ，故 12  x 。

cbacbacab  )()( 或

cbacba 

2、不等式 2
2
1





x
x

的解集为______________。

解： 0
2
42

2
102

2
12

2
1

















x
x

x
x

x
x

x
x

0)2)(5(0
2
50

2
421









 xx

x
x

x
xx


















2
0)2)(5(

0
2
50

2
421

x
xx

x
x

x
xx
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25
2

0)2)(5(









 xx
x

xx
或 。

或解 0
2
42

2
102

2
12

2
1

















x
x

x
x

x
x

x
x


















02
05

0
2
50

2
421

x
x

x
x

x
xx

或







02

05
x
x

，解得 2x 或 5x 。

3、已知关于 x的不等式 02  baxx 的解集是 31  xx ，则 ba  的值是( )。

5.A 3.B 5.C 6.D

解：因为不等式 02  baxx 的解集是 31  xx ，所以 3,1 是方程 02  baxx

的两实数根，由根与系数的关系得，






b
a

31
31

所以 3,2  ba ，则 5 ba 故选 C。

或解： 0)3)(1(  xx 的解集就是 31  xx ，

即 0320)3)(1( 2  xxxx 和 02  baxx 同解，

比较系数可得 3,2  ba 。

4、不等式 0652  xx 的解集是( )。

 32.  xxA  23.  xxB

 32.  xxC  23.  xxD

解：  065065 22 xxxx 320)3)(2(  xxx 。

5、若不等式 0322  xax 的解集为 R，则实数 a的取值范为( )。

0
3
1.  aA

3
1. aB

3
1. aC

3
1. aD 或 0a

解：
3
1

3
1

0

0124
0

0
0




























aa
a

a
aa

。
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6、已知不等式     02222 2  xaxa 对任意 Rx 恒成立，求实数a的取值范围

是。

解：设     2222 2  xaxay ，

①、当 2a 时， 02 y ，符合题意；

②、当 2a 时，只需 







0
02a

















08)2(4
2

0)2(8)2(4
2

2 a
a

aa
a

20
0
2

022
2

















a
a
a

a
a

。

故 20  a 。

7 、 若 不 等 式 02  cbxax 的 解 集 为  21  xx ， 求 则 不 等 式

    axcxbxa 2112  的解集。

解： 0)2)(1(  xx 的解集就是 21  xx ，
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即 020)2)(1( 2  xxxx 和 02  cbxax 同解，

即 022  xx 和 02  cbxax 同解，

比较系数可得 1a ， 1b ， 2c ，

故     axcxbxa 2112  可化为 032  xx ，解得 30  x 。

8、解不等式： 03222  mxxm 。

解：若 0m ， 03  永远成立，故解为全体实数，

若 0m ，先解 0)3)(1(  mxmx 可得
m

x 1
1  ，

m
x 3

2 

(1)、若 0m ，则
mm
31

 ，故不等式的解为：
m

x
m

13
 ；

(2)、若 0m ，则
mm
31

 ，故不等式的解为：
m

x
m

31
 。

9、已知 022  bxax 的解为









3
1

2
1 xx ，则不等式 02 2  abxx 的解集为

______。

解： 0)
3
1)(

2
1(  xx 的解就是










3
1

2
1 xx ，

即 022120
6
1

6
10)

3
1)(

2
1( 22  xxxxxx 和 022  bxax 同解，比较系

数可得 12a ， 2b ，

故 02 2  abxx 可化为 01222 2  xx

30)2)(3(062  xxxxx 或 2x 。

10、解关于 x的不等式 )0(022  aaxax 。

解：(1)、若 0a ， 002  xx ，故解为全体正实数；

(2)、若 0a ， 244 a ，

当 0 ，即 1a 时， Rx ，

当 0 ，即 1a 时， 1x ，

当 0 ，即 10  a 时，方程 022  axax 的两根为

a
ax

a
ax

2
2

2
1

11,11 



 ，且 21 xx  ，
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所以
a

ax
211 

 或
a

ax
211 

 。

11、解关于 x的不等于   02212  xaax 。

解：若 0a ， 202  xx ，

若 0a ，先解   02212  xaax 可得
a

x 1
1  ， 22 x

(1)、若 0a ，则 21


a
，故不等式的解为： 2x 或

a
x 1

 ；

(2)、若 0a ，先解 aa
a


2
12121

，故

①、若 0
2
1

 a ，则解为 21
 x

a
；

②、若 a
2
1

，则无解；

③、若
2
1

a ，则解为
a

x 12  。

12、对 652  xx 和 12  xx 因式分解。

解： )3)(2(652  xxxx ；

)
2

51)(
2

51(12 



 xxxx 。

复习思考题、作业题：对 652  xx 和 32  xx 因式分解。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 4 周 课 次 第 5 次

章 节

名 称
1.4、指数运算

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求
掌握指数的运算。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：指数的提取。

难点：指数的乘方。

教学步骤及内容：

1.4、指数运算

教学目的：掌握指数的运算

教学重点：指数的提取。

教学难点：指数的乘方。

指数的性质：若 a、b、c都大于 0，则：

①、
cbcb aaa  ②、 cb

c

b
a

a
a 

③、
bcbccb aaa )()(  ④、

n
n

xx
1)1( 

⑤、
n

n

x
x 1

 ⑥、
m nm

n

xx 

常用公式：

1、(a＋b＋c)2＝a2＋b2＋c2＋2ab＋2ac＋2bc

2、(a＋b)3＝a3＋3a2b＋3ab2＋b3， (a－b)3＝a3－3a2b＋3ab2－b3。

3、a3＋b3＝(a＋b)(a2－ab＋b2)， a3－b3＝(a＋b)(a2＋ab＋b2)。
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1、化简    23 3 2baba  的结果是( )。

A. 3b－2a B. 2a－3b C. b或 2a－3b D. b

解：     babababa 22 23 3 

若 ba 2 ，则原式＝ bababa 322  ，

若 ba 2 ，则原式＝ bbaba  )2( ，选 C。

2、式子 5353  的化简结果为( )。

A、1 B、10 C、100 D、 10

解：
2)5353(5353 

535325353  105926  。

3、已知 32
1

2
1



xx ，则 


2
1

2
1

xx ( )。

解： 7923 112
1

2
1

 
xxxxxx ，

52)( 122
1

2
1

2
1

2
1

 
xxxxxx 。

(互为倒数一般要平方，这样才能用到互为倒数)

复习思考题、作业题：

设 a、b满足 0＜a＜b＜1，则下列不等式中正确的是( )。

A. aa＜ab B. ba＜bb C. aa＜ba D. bb＜ab

解：令 4
1

a ，
2
1

b ，

对于 A， 164
16
1

4
1)

4
1()

4
1()

4
1()

4
1( 212

1
4
1

 ，矛盾；

对于 B， 42
4
1

2
1)

2
1()

2
1()

2
1()

2
1( 212

1
4
1

 ，矛盾；

对于 C， 24
2
1

4
1)

2
1()

4
1()

2
1()

4
1( 114

1
4
1

 ，
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成立；

对于 D， 42
4
1

2
1)

4
1()

2
1()

4
1()

2
1( 112

1
2
1

 ，矛盾；

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 4－5 周 课 次 第 6 次

章 节

名 称
1.5、指数函数

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

掌握指数函数的性质

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：指数的单调性

难点：指数的定义域和值域

教学步骤及内容：

1.5、指数函数

方法：一定要化同底
2)2(4 xx  ，

2)3(9 xx 

任何时候指数函数的底数不能为负，不是指指数的底数不能为负，例
xy )2( 和

3)2(y 。

一、指数函数的图象

方法：y永远大于 0，需要讨论的是 a是否大于 1。

1、 xay  (a＞1) 由图象可知：

①、定义域是 R

②、值域是(0，＋∞)。

(当 x→－∞时，图象无限接近于 x轴，但永远不会相交。)

③、过点(0，1)，在 R上函数是递增。

④、当 x∈(－∞，0)时，y∈(0，1)；当 x∈[0，＋∞)时，y∈[1，＋∞)。
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2、 xay  (1＞a＞0) 由图象可知：

①、定义域是 R

②、值域是(0，＋∞)。

(当 x→＋∞时，图象无限接近 x轴，但永远不会相交。)

③、过点(0，1)，在 R上函数是递减的。

④、当 x∈(－∞，0)时，y∈(1，＋∞)；当 x∈[0，＋∞)时，y∈(0，1]。

注意：会画
xy 2 、

xy  2 、
xy 2 、

xy  2 、
xy 2 、 xy 2 的图象。

二、会判断
)(xfay  的单调区间。

(考试 )(xf 一般是二次函数)

方法：增增增，减减增，增减减。

1、求
742

2  xxy 的值域和单调性。

解： 822374 37422   xxxx ，故值域为[8，＋∞)，

ty 2 在 R上单调递增，

742  xxt 在(－∞，2]单调递减，在[2，＋∞)单调递增，

故
742

2  xxy 在(－∞，2]单调递减，在[2，＋∞)单调递增。
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2、求 642
)

2
1(  xxy 的值域和单调性。

解：
4
1)

2
1()

2
1(0264 26422   xxxx ，

故值域为 ]
4
1,0( ， ty )

2
1( 在 R上单调递减，

642  xxt 在(－∞，2]单调递减，在[2，＋∞)单调递增，

故 642
)

2
1(  xxy 在(－∞，2]单调递增，在[2，＋∞)单调递减。

三、综合练习

1、
2)(  xaxf 恒过定点_______________。

2、 53)( 2  xaxf 恒过定点___________。

3、求方程 0524 2  xx
的解。

解： 522)2(0524 222   xxxx
，

令
xt 2 ，可得 )(150542 舍去或  ttt ，即 5log52 2 xx

。

4、求

x
x

x
x

y

10
110

10
110




 的值域和单调性。

解：

1100
21

1100
21100

1100
1100

10
110

10
110















 xx

x

x

x

x
x

x
x

y ，

2
1100

201
1100

10111000100 





 xx
xx
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1
1100

2112
1100

20 





 xx
，故值域为(－1，1)，

1100  xy 单调递增，故
1100

1


 xy 单调递减，故
1100

2


 xy 单调递减，

故
1100

2


 xy 单调递增，故
1100

21


 xy 单调递增。

5、已知 x
x

e
exf 1)(  。

(1)、求奇偶性； (2)、求单调性； (3)、求解 0)4()2( 2  tfttf 。

解：(1)、 xx
x

x ee
e

exf  


 1)( )()( xfee xx  
，奇。

(2)、 xey  单调递增，
xey  单调递减，故

xey  单调递增，

故
xx eexf )( 单调递增。

(3)、 0)4()2( 2  tfttf )4()2( 2  tfttf

)4()2( 2  tfttf ， x
x

e
exf 1)(  单调递增，

故 04342 22  ttttt ，故 0)4)(1(  tt ，故 4t 或 1t 。

复习思考题、作业题：

1、 62)( 3  xaxf 恒过定点____(3,8)_______。

2、 6)2(log2)(  xxf a 恒过定点___(3,6)_____。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 6 周 课 次 第 7 次

章 节

名 称
1.6、对数运算

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
1

教 学

目 的

要 求

掌握对数的运算

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：对数的运算规则

难点：对数和指数的转换

教学步骤及内容：

1.6、对数运算

对数的性质：若 a、b、c都大于 0，则：

①、 cbbc aaa logloglog  ， cb
c
b

aaa logloglog  ；

②、 bcb a
c

a loglog  ， b
c

b aac log1log 

③、 ba ba log
；

④、
a
bb

c

c
a log

loglog  (换底公式)；

⑤、
a

b
b

a log
1log  ；

⑥、若 a、b同时大于 1 或同时大于 0 小于 1，则 0log ba 。

1、求值 lg25＋2
3
lg8＋lg5×lg20＋lg22。

解：lg25＋2
3
lg8＋lg5×lg20＋lg22

2lg)2lg25(lg5lg2lg25lg2 2
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2lg2lg5lg25lg2

2lg)2lg25(lg5lg2lg25lg2
22

2





3)2lg5(lg2 2  。

2、求值 3log2log2 1212  。

解： 3log2log2 1212  3log4log 1212  112log12  。

3、求值
9
1log

8
1log

25
1log 532  。

解：
9
1log

8
1log

25
1log 532  9log8log25log 532 

5log
3log2

3log
35log2

5log
9log

3log
8log25log

2

2

2
2

2

2

2

2
2 

12 。

4、求值
3log
9log

2

8

解： 
3log
9log

2

8
3
2

3log

3log
3
2

3log

3log

2

2

2

2
32  。

5、已知 lg2＝a，lg3＝b，则 6log3 ＝( )。

A.
a
ba 

B.
b
ba 

C.
ba

a


D.
ba

b


解：
b
ba 





3lg

3lg2lg
3lg
6lg6log3 。

6、已知： a3log2 ， b7log3 ，则 56log42 ＝__________。

解：
a

a 12log3log 32  ， 56log42 ＝
42log
56log

3

3 ＝
67log
87log

3

3


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＝
6log7log
8log7log

33

33



＝
32log

2log

3

3
3



b
b

＝
3log2log

2log3

33

3



b
b

＝

11

13





a
b

a
b

＝
aab

ab



1

3
。

复习思考题、作业题：

求值
9
1log

8
1log

25
1log32log 53264 

解：原式=
2

5
3

3
2

2
5

62
3log2log5log2log  

]3log)2[(]2log)3[(]5log)2[(2log
6 5322 




3log2log5log232
6 532 




10
5log
3log

3log
2log5log10

2

2

2

2
2 

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 6－7 周 课 次 第 8 次

章 节

名 称
1.7、对数函数

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

掌握对数函数的性质

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：指数的单调性

难点：对数函数的定义域和值域

教学步骤及内容：

1.7、对数函数

一、对数函数的图象

方法：x永远大于 0，需要讨论 x是否大于 1。

1、 xy alog (a＞1)

由图象可以知道：

①、定义域是(0，＋∞)

②、值域是 R。

(当 x→0 时，图象无限接近于 y轴，但永远不会相交。)

③、过点(1，0)，在 R上函数是递增的。

④、当 x∈(0，1)时，y∈(－∞，0)时；当 x∈[1，＋∞)时，y∈[0，＋∞)。

2、 xy alog (1＞a＞0)

由图象可以知道：

①、定义域是(0，＋∞)

②、值域是 R。

(当 x→0 时，图象无限接近于 y轴，但永远不会相交。)
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③、过点(1，0)，在 R上函数是递减的。

④、当 x∈(0，1)时，y∈(0，＋∞)；当 x∈[1，＋∞)时，y∈(－∞，0]

画图 xy 2log ， xy
2
1log ， )(log2 xy  ， xy 2log ，

)(log2 xy  ， xy 2log ， xy 2log ， xy 2log

二、会判断 )(log xfy a 的单调区间和值域。

方法：增增增，减减增，增减减，

1、求 )54(log 2
2.0  xxy 的单调区间。

解： ty 2.0log 在(0，＋∞)上单调递减，

而 542  xxt 在(－∞，2]单调递减，在[2，＋∞)单调递增，

故 )54(log 2
2.0  xxy 在(－∞，2]单调递增，在[2，＋∞)单调递减。

解： ty 2.0log 在(0，＋∞)上单调递减，

而 542  xxt 在(－∞，－1)单调递减，在(5，＋∞)单调递增，

故 )54(log 2
2.0  xxy 在(－∞，－1)单调递增，在(5，＋∞)单调递减。

2、求 )84(log 2
5.0  xxy 的值域。

解： 842  xx ≥4，故 24log)84(log 5.0
2

5.0  xx ，

故函数的值域为(－∞，－2]。

3、已知函数 )2(log2 axy  在[0，1]单调递减，则 a的取值范围为____。

解：令 ty 2log ， axt  2 ，由于母函数 ty 2log 单调递增，

而原函数 )2(log2 axy  在[0，1]单调递减，

故 axt  2 在[0，1]单调递减，故 0a ，
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但还必须保证 )2(log2 axy  在[0，1]有意义：

aaxaaxaaxx  2220010

故 202  aa 。

三、综合练习

1、 判断函数 )1ln()( 2 xxxf  的奇偶性。

解： )()( xfxf 

)1ln()1ln( 22 xxxx 
122 )1ln()1ln(  xxxx

xx
xx




1

11
2

2

11 222  xx
11

成立，故是奇函数。

2、设 a，b，c为正数，且 3a＝4b＝6c，则有( )。

A.
bac
111

 B.
bac
122

 C.
bac
221

 D.
bac
212



解：



































6log1

4log1

3log1

log
log
log

643

6

4

3

k

k

k

cba

c

b

a

kc
kb
ka

，

对于 A： 
bac
111 12log6log4log3log6log kkkkk  ，

对于 B： 
bac
122 4log3log26log2 kkk  36log36log kk  ，成立，故选 B。

3、 )1(log)(  xxf a 恒过定点_____________。
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4、不等式
2
1)(log 22

2
1  xxxx 的解集为。

A. (1－ 3
2

，0)∪(1，1＋ 3
2

) B.(－∞，
1－ 3

2
)∪(1＋ 3

2
，＋∞)

C. (1－ 3
2

，0) D. (1，1＋ 3
2

)

解：代 x＝1.1 可得

2
11.121.1)1.121.1(log

2
1 

61.011.0log
2
1  成立，故排除 B 和 C，

代 x＝－0.1 可得

2
11.00.01)1.00.01(log

2
1  成立，选 A。

5、已知 a＝0.33，b＝30.3， 3.0log3c ， 3log 3.0d ，则 a，b，c，d的大小关系是_________。

解： 3log
3

10log1
3
1log

10
3log

10
3

10
333  ，

3.0003 3313.03.0  。

6、 calog ， cblog 是方程 x2－3x＋1＝0 的两根，求 c
b
alog 的值。
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解：






















1
log

1
log

1

3
log

1
log

1

1loglog
3loglog

ba

ba
cc
cc

cc

cc

ba

ba

























1loglog

3loglog

1
loglog

1

3
loglog
loglog

ba
ba

ba

ba
ba

cc

cc

cc

cc

cc
，

2)log(log

1
loglog

1

log

1log
baba

b
ac

cccccb
a







baba cccc loglog4)log(log

1
2 

 5
5

49
1




 。

7、已知
1

1log)(




x
mxxf a 是奇函数。

(1)、求 m的值；

(2)、判断 f (x)在(1，＋∞)的单调性；

(3)、当 a＝1
2
时，若对于任意 x∈[3，4]，f (x)＞(1

2
)x＋b恒成立，求 b的取值范围。

解：(1)、是奇函数，故 f (－x)＝－f (x)

mx
x

x
mx

x
mx

x
mx

aaaa 

















1
1log

1
1log

1
1log

1
1log

222 11
1

1
1

1 xxm
mx

x
x
mx









 ，

比较系数可知 m＝1(舍去)或 m＝－1。

(2)、 )
1

21(log
1

21log
1
1log)(












xx

x
x
xxf aaa ，

若 a＞1，y＝x－1在(1，＋∞)单调递增，

1
2



x

y 在(1，＋∞)递减，
1

21



x

y 在(1，＋∞)递减，

)
1

21(log



x

y a 在(1，＋∞)单调递减；
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若 0＜a＜1，y＝x－1 在(1，＋∞)递增，

1
2



x

y 在(1，＋∞)递减，
1

21



x

y 在(1，＋∞)递减，

)
1

21(log



x

y a 在(1，＋∞)单调递增；

解：(3)、  bxf x)
2
1()( b

x
x x 

 )

2
1(

1
1log

2
1 ，

即
x

x
xy )

2
1(

1
1log

2
1 




 的最小值 b ，

1
1log)(

2
1 




x
xxf 和

xy )
2
1( 在(1，＋∞)都单调递增，

故
x

x
xy )

2
1(

1
1log

2
1 




 在(1，＋∞)单调递增，

故
x

x
xy )

2
1(

1
1log

2
1 




 的最小值为：

8
9

8
11)

2
1(

13
13log 3

2
1 




，故 b
8
9

。

复习思考题、作业题：

6)1(log)(  xxf a 恒过定点_________。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 8 周 课 次 第 9 次

章 节

名 称

第二章 函数与极限

2.1、映射与函数

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
1

教 学

目 的

要 求

理解映射与函的概念。本章将通过把数学问题具体化（例如：国庆大阅兵，

我们国家展示了强大的军事力量。我们作为中国人很骄傲。那么炮弹发射

高度和发射时间我们用数学描述为什么函数？）通过类似于这样的问题，

增强“四个自信”。进一步培养学生的爱国主义精神，树立远大的理想，

为实现中国梦奋斗。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：认识基本初等函数。

难点：理解邻域。

教学步骤及内容：

第二章 函数与极限

2.1、映射与函数

教学目的：理解映射与函的概念。

教学重点：认识基本初等函数。

教学难点：理解邻域。

一、集合

1、集合：具有某种特定性质的事物的总体叫做集合。组成这个集合的事物称为该

集合的元素. 用 A，B，C，D 表示集合；用 a，b，c，d 表示集合中的元素，元素与集

合的关系： Aa Aa 。

一个集合，若它只含有有限个元素，则称为有限集；

不是有限集的集合称为无限集。
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2、集合的特性：确定性、无序性、互异性，举例。

(1)、元素的确定性：

A={1,2,3}
A={全国大于 50 公斤的人}
A={很帅的人}

(2)、元素的互异性：

A={3，6，8}
A={1，2，1}

(3)、元素的无序性：{1,2,3}={3,1,2}。
3、注意研究的对象：

   的所有数大于等于232  xyx

   的所有数大于等于332  xyy

4、几个常见的集合。

 所有实数R

 所有有理数Q

有理数：有限小数或无限循环小数，即
p
q
，

Zpq , 。

无理数：无限不限循环小数，例 ，

   ,3,2,1,0  所有整数Z

   ,3,2,1,0 自然数N

   ,3,2,1*  正整数N

5、表示方法：

(1)、列举法： 把集合的全体元素一一列举出来。

例如 A{a, b, c, d, e, f, g}。

(2)、描述法： 例如 M{x|x>5 }。

(3)、常见的数集：N，Z，Q，R，N+。

(4)、集合与集合的关系：A、B 是两个集合，如果集合 A 的元素都是集合 B 的元素，则

称 A 是 B 的子集，记作 BA  。如果集合 A 与集合 B 互为子集，则称 A 与 B 相等，记

作 BA  。若作 BA  且 BA  则称 A 是 B 的真子集。空集： A 。
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6、集合的运算

并集 BA ： }Ax|{xBA Bx 或 。

交集 BA ： }Ax|{xBA Bx 且 。

差集 BA \ ： }|{\ BxAxxBA  且 。

二、区间与邻域

1、区间：开区间 ),( ba ，闭区间  ba, ，半开半闭区间   baba ,, ， ，有限、无限区间。

2、邻域：以 a为中心的 邻域： }{),(   axaxaU (开区间)

去心邻域 ),( aU


。

三、函数

1、函数的概念：设数集 DR, 则称映射 f ： D R 为定义在 D 上的函数, 通常简

记为 yf (x), xD, 其中 x称为自变量, y称为因变量, D 称为定义域。

2、 函数的两个要素：定义域、对应法则。

3、常见的几种函数：常量函数： y＝２

绝对值函数： y＝ x ；

符号函数

取整函数  xy  ；

分段函数








11

102
xx

xxy 。

4、函数的几种特性

(1)、函数的有界性 (上界、下界；有界、无界) 有界的充要条件：既有上界又有下界。

(2)、函数的单调性 (单增、单减)。

(3)、函数的奇偶性(定义域对称、 )(xf 与 )( xf  关系决定图形特点 (关于原点、 y轴对

称) 。

(4)、函数的周期性(定义域中成立： )()( xflxf  )。














01

00
01

x
x
x

y
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5、基本初等函数：

(1)、幂函数： axy  。

(2)、指数函数： xay  。

(3)、对数函数 )(log xy a 。

(4)、三角函数： )tan(),cos(),sin( xyxyxy  。

6、初等函数：

由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的函数复合步骤所构成并可

用一个式子表示的函数, 称为初等函数, 例如：

21 xy  , ysin2x,
2
xtgy 

等都是初等函数。

复习思考题、作业题：下列关系中，表示正确的是( )。

A、1  1,0 B、1  1,0

C、1  1,0 D、   1,01 

解：1 是集合的元素，要用，子集用。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 8 周 课 次 第 10 次

章 节

名 称
2.2、函数的极限

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
1

教 学

目 的

要 求

理解函数的极限的概念。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：用定义求证函数的极限。

难点：函数的极限的   定义。

教学步骤及内容：

2.2、函数的极限

教学目的：理解函数的极限的概念。

教学重点：用定义求证函数的极限。

教学难点：函数的极限的   定义。

一、 0xx 时，函数 )(xf 的极限

1、定义： 


Axf
xx

)(lim
0

0 ， 0 ， x ，当  00 xx 时，有  Axf )( 。

注：(1)、 0x 可在函数的定义域内，也可不在，不涉及 f 在 0x 有没有定义，以及函数值 )( 0xf

的大小。只要满足：存在某个 0 使：

Dxxxx  ),(),( 0000  。

(2)、如果自变量 x趋于 0x 时，相应的函数值 )(xf 有一个总趋势-----以某个实数 A为极

限，则记为： Axf
xx




)(lim
0

。
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2、几何意义：

例 1 证明 cc
xx


 0

lim 。

证明：这里|f(x)A||cc|0

因为0，可任取0，当 0|xx0|时，有|f(x)A||cc|0，

所以 cc
xx


 0

lim 。

例 2、证明 0
0

lim xx
xx




。

分析：|f(x)A||xx0|， 因此 0，要使|f(x)A|，只要xx0|。

证明：因为0，，当 0|xx0|时，有|f(x)A||xx0|  所以 0
0

lim xx
xx




。

例 3、证明 1)12(lim
1




x
x

。

分析：|f(x)A||(2x1)1|2|x1|

0 要使|f(x)A|只要
2

|1| 
x 。

证明 因为0， /2
2
  ，当 0|x1|时，有|f(x)A||(2x1)1|2|x1|，

所以 1)12(lim
1




x
x

。

例 4 证明 2
1
1lim

2

1





 x
x

x
。

分析 注意函数在 x1 是没有定义的 但这与函数在该点是否有极限并无关系。

当 x1 时， |f(x)A| |2
1
1|

2






x
x |x1|，  0，要使|f(x)A| ，只要|x1| 。

证明 因为0，，当 0|x1|时，有| f(x)A| |2
1
1|

2






x
x |x1|

所以 2
1
1lim

2

1





 x
x

x
。

3、单侧极限

若当 xx0 时， f(x)无限接近于某常数 A，则常数 A叫做函数 f(x)当 xx0时的左极限，

记为 Axf
xx




)(lim
0

或 f( 0x
)A，记为 Axf

xx



)(lim

0

0， 0，x：x0xx0，有

|f(x)A|<。

若当 xx0 时， f(x)无限接近于某常数 A，则常数 A叫做函数 f(x)当 xx0时的右极限，
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记为 Axf
xx




)(lim
0

或 f( 0x )A，记为 Axf
xx




)(lim
0

0 0， x：x0xx0，有

|f(x)A|<。

4、定理： Axf
xx




)(lim
0

 Axf
xx




)(lim
0

且 Axf
xx




)(lim
0

。

例 5、函数











0      1
0        0
0      1

)(
xx
x
xx

xf 当 x0 时的极限不存在。

这是因为，

1)1(lim)(lim
00


 
xxf

xx
，

1)1(lim)(lim
00


 
xxf

xx
，

)(lim)(lim
00

xfxf
xx  

 。

二、 x 时，函数 )(xf 的极限

1、定义： 


Axf
x

)(lim 0 ， 0X  ，对于 x ，若 Xx  ，

则  Axf )( 。

2、几何意义：

其中，直线 yc称为函数 yf(x)的图形的水平渐近线。

3、定理： )(lim)(lim)(lim xfAxfAxf
xxx 

 。

例 6、证明 01lim 
 xx

。

分析： ||
1|01||)(|
xx

Axf  ，0，要使|f(x)A| ，只要

1|| x 。

证明 因为0，  01



X ，当|x|X时 有 

||
1|01||)(|
xx

Axf ，

所以 01lim 
 xx

。

y

yx1
1

1
yx1

x

yf

A

A

X O X x

y

A
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二、函数极限的性质

1、极限的唯一性

2、函数极限的局部有界性

3、函数极限的局部保号性

复习思考题、作业题：证明 6
3
9lim

2

3





 x
x

x
。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 9 周 课 次 第 11 次

章 节

名 称
2.3、无穷小与无穷大

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

理解无穷小与无穷大的概念。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：无穷小与无穷大的转换。

难点：无穷小和无穷大的关系。

教学步骤及内容：

2.3、无穷小与无穷大

教学目的：理解无穷小与无穷大的概念。

教学重点：无穷小与无穷大的转换。

教学难点：无穷小和无穷大的关系。

一、无穷小定义

1、定义：如果函数 f(x)当 xx0(或 x)时的极限为零，那么称函数 f(x)为当 xx0(或

x)时的无穷小， 特别地，以零为极限的数列{xn}称为 n时的无穷小。

0)(lim 


xf
tx

，则称 )(xf 为 tx 时的无穷小。

例：因为 01lim 
 xx

，所以函数
x
1
为当 x时的无穷小。

因为 0)1(lim
1




x
x

， 故函数 x1 为当 x1 时的无穷小。

因为 0
1

1lim 
 nn

，故数列{
1

1
n

}为当 n时的无穷小。

2、很小很小的数只要它不是零， 作为常数函数在自变量的任何变化过程中 其极

限就是这个常数本身，不会为零，故不是无穷小；

3、0 是无穷小，因为 00lim 
tx

。
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二、无穷大定义

1、定义： 如果当 xx0(或 x)时， 对应的函数值的绝对值|f(x)|无限增大，就称

函数 f(x)为当 xx0(或 x)时的无穷大，记为：




)(lim
0

xf
xx

( 


)(lim xf
x

)。

注：当 xx0(或 x)时为无穷大的函数 f(x)，按函数极限定义来说，极限是不存在的，

但为了便于叙述函数的这一性态， 我们也说“函数的极限是无穷大”， 并记作：




)(lim
0

xf
xx

(或 


)(lim xf
x

)

2、 证明 
 1
1lim

1 xx
。

证：因为M0 
M
1

  当 0|x1| 时 有 M
x




|
1

1| 

所以 
 1
1lim

1 xx


提示 要使 M
xx





 |1|

1|
1

1|  只要
M

x 1|1|  
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三、无穷小和无穷大的关系

定理：在自变量的同一变化过程中，如果 )(xf 为无穷大，则
)(

1
xf

为无穷小；反之，

如果 )(xf 为无穷小，且 0)( xf 则
)(

1
xf

为无穷大。

即：非零的无穷小量与无穷大量是倒数关系：

当 0nx 时，有： 
 nx

n
x x

x 1lim0lim

01limlim 
 nx

n
x x

x

注意是在自变量的同一个变化过程中。

4、求下列极限

(1)、
x
x

x

12lim 


解：(1)、 )12(lim12lim
xx

x
xx





2021lim2lim 

 xxx
。

(2)、
x
x

x 


 1
1lim

2

0
。

解：
x
xx

x
x

xx 






 1
)1)(1(lim

1
1lim

0

2

0
101)1(lim

0



x

x
。

复习思考题、作业题：求极限：
x

x
x 2

6lim 


。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 10 周 课 次 第 12 次

章 节

名 称
2.4、极限运算法则

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

能够对极限进行四则运算。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：极限运算的性质。

难点：复合函数的极限运算法则。

教学步骤及内容：

2.4、极限运算法则

教学目的：能够对极限进行四则运算。

教学重点：极限运算的性质。

教学难点：复合函数的极限运算法则。

一、无穷小的性质

设 nx 和 ny 是无穷小量于是：

1、两个无穷小量的和差也是无穷小量：

0lim 


n
x

x ， 0)(lim0lim 


nn
x

n
x

yxy

例： )(tanlim
0

xx
x




2、对于任意常数 C，数列 nxc  也是无穷小量：

0)(lim0lim 


n
x

n
x

xcx ，

例： 02lim 
 xx
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3、 
n
yxn  也是无穷小量，两个无穷小量的积是一个无穷小量。

0lim 


n
x

x ， 0)(lim0lim 


nn
x

n
x

yxy 。

4、 nx 也是无穷小量：

0lim0lim
00




n
xx

n
xx

xx 。

5、无穷小与有界函数的积为无穷小。

例：
x
x

x

sinlim


。

二、函数极限的四则运算

1、若函数 )(xf 和 )(xg 在点 0x 有极限，则

)(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

 。

2、函数 )(xf 在点 0x 有极限，则对任何常数 a成立

)(lim))((lim
00

xfaxfa
xxxx 

 。

3、若函数 )(xf 和 )(xg 在点 0x 有极限，则

)(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

 。

4、若函数 )(xf 和 )(xg 在点 0x 有极限，并且

0)(lim
0




xg
xx

，则
















 )(lim

)(lim

)(
)(lim

0

0

0 xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx
。

注意：(1)、极限的四则运算成立的条件是若函 )(xf 和 )(xg 在点 0x 有极限。

(2)、有理函数的极限
)(
)(lim

0 xQ
xP

xx
，
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当 0)( 0 xQ 时
)(
)(

)(
)(lim

0

0

0 xQ
xP

xQ
xP

xx



，

当 0)( 0 xQ 且 0)( 0 xP 时 
 )(

)(lim
0 xQ

xP
xx

，

当 Q(x0)P(x0)0 时 先将分子分母的公因式(xx0)约去。

例 1、 求 )12(lim
  1




x
x

。

解： 1lim21lim2lim)12(lim
  1  1  1  1




xxx
xxxx

1112  。

例 2、 求
35

1lim 2

3

  2 


 xx

x
x

。

解：
)35(lim

)1(lim

35
1lim 2

2

3
2

2

3

  2 











 xx

x

xx
x

x

x
x

3limlim5lim

1limlim

22
2

2

2
3

2










xxx

xx
xx

x

325)lim(

1)lim(

2
2

3
2










x

x

x

x
3
7

3102
12

2

3





 。

例 3、求
9

3lim 2  3 


 x

x
x

。

解： 3
1lim

)3)(3(
3lim

9
3lim

  3  32  3 








 xxx
x

x
x

xxx 6
1

)3(lim

1lim

  3

  3 







x

x

x 。

例 4、求
45

32lim 2  1 


 xx

x
x

。

解： 0
312

4151
32

45lim
22

  1









 x
xx

x
，

根据无穷大与无穷小的关系得
45

32lim 2  1 


 xx

x
x

。

例 5、 求
357
243lim 23

23




 xx

xx
x

。

解：先用 3x 去除分子及分母 然后取极限：
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7
3

357

243
lim

357
243lim

3

3
23

23












xx

xx
xx
xx

xx
。

例 6、求
52
123lim 23

2




 xx

xx
x

。

解：先用 3x 去除分子及分母 然后取极限：

0
2
0

512

123

lim
52
123lim

3

32
23

2












xx

xxx
xx
xx

xx
。

例 7、求
123
52lim 2

23




 xx

xx
x

。

解： 因为 0
52
123lim 23

2





 xx

xx
x

 所以 



 123

52lim 2

23

xx
xx

x
。

例 8、求
x
x

x

sinlim


。

解：当 x时 分子及分母的极限都不存在

故关于商的极限的运算法则不能应用

因为 x
xx

x sin1sin
  是无穷小与有界函数的乘积

所以 0sinlim 
 x

x
x

。

三、复合函数的极限运算法则

定理：设函数 )}([ xgfy  是由函数 )(ufy  与 )(xgu  复合而成， )]([ xgf 在点 0x 的

某去心邻域内有定义，

若 Aufxgf
xxxx




)(lim)]([lim
00

0)(lim
0

uxg
xx




，

Auf
uu




)(lim
0

，且存在 00  ，当 ),( 00

0
xux 时，有 0)( uxg  。
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例 1、求
3
9lim

2

3 


 x
x

x
。

解：
3
92





x
xy 是由 uy  与

3
92





x
xu 复合而成的，

因为 6
3
9lim

2

3





 x
x

x
 所以 6lim

3
9lim

6

2

3






u

x
x

ux
。

或解：
3

)3)(3(lim
3
9lim

3

2

3 






 x
xx

x
x

xx

63lim
3




x
x

。

习题

1、计算下列极限

(1)、
3
5lim

2

2 


 x
x

x
。

解： 9
32
52

3
5lim

22

2









 x
x

x
。

(2)、
1
3lim 2

2

3 



 x
x

x
。

解： 0
13
33

1
3lim 2

2

3










 x
x

x

(3)、
1

12lim 2

2

1 


 x

xx
x

。

解：
)1)(1(

)1(lim
1

12lim
2

12

2

1 






 xx

x
x

xx
xx

0
11
11

1
1lim

1










 x

x
x

。

(4)、
xx
xxx

x 23
24lim 2

23

0 




。
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解：
)23(

)124(lim
23

24lim
2

02

23

0 






 xx

xxx
xx
xxx

xx

2
1

20
100

23
124lim

2

0











 x
xx

x
。

(5)、
h

xhx
h

22

0

)(lim 


。

解：
h

xhxxhx
h

xhx
hh

))((lim)(lim
0

22

0







xxhx
h
hxh

hh
202)2(lim)2(lim

00






。

(6)、 )112(lim 2xxx



。

解： 2002)112(lim 2 
 xxx

。

(7)、
12

1lim 2

2




 xx

x
x

。

解：

22

2
2

2

12

11
lim

12
1lim

xx
x
x

xx
x

xx 







 2

1
002

01





 。

(8)、
13

lim 24

2




 xx

xx
x

。

解：

44

2
44

2

24

2

131
lim

13
lim

xx
x
x
x

x
x

xx
xx

xx










42

32

1131

11

lim

xx

xx
x 





0

001
00





 。

(9)、
45
86lim 2

2

4 


 xx

xx
x

。

解：
)4)(1(
)4)(2(lim

45
86lim

42

2

4 






 xx

xx
xx
xx

xx 3
2

14
24

1
2lim

4










 x

x
x

。
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(10)、 )12)(11(lim 2xxx



。

解： 2)02)(01()12)(11(lim 2 
 xxx

。

(11)、 )
2
1

4
1

2
11(lim nn




 。

解：

2
11

])
2
1(1[1

lim)
2
1

4
1

2
11(lim

1










n

nnn
 2

2
1

]01[1



 。

(12)、 2
)1(321lim

n
n

n





。

解： 2
)1(321lim

n
n

n





2

)1(
2

)1(1

lim
n

nn

n







2
1

2
01

2

11
lim

2
lim2

)1(

lim 2

2

2 















n
n
nn

n

nn

nnn
。

(13)、 35
)3)(2)(1(lim

n
nnn

n




。

解： 35
)3)(2)(1(lim

n
nnn

n


 5

)31)(21)(11(
lim nnn
n






5
1

5
)01)(01)(01(



 。

(14)、 )
1

3
1

1(lim 31 xxx 



。

解： )
1

3
1

1(lim 31 xxx 



]

1
3

)1)(1(
1[lim 32

2

1 xxxx
xx

x 









)1)(1(
)2)(1(lim

)1)(1(
2lim 212

2

1 xxx
xx

xxx
xx

xx 










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1
111

)21(
1

)2(lim 221












 xx
x

x
。

3、计算下列极限

(1)、
x

x
x

1sinlim 2
0

。

解： 0lim 2
0




x
x

，而
x
1sin 是有界函数，即 11sin 

x
，故

x
xxf 1sin)( 2 还是无穷小，

即 01sinlim 2
0


 x

x
x

。

复习思考题、作业题：求
863
122lim 2

2




 xx

xx
x

。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 11 周 课 次 第 13 次

章 节

名 称
2.5 极限存在准则和两个重要极限

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

掌握两个重要极限。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：两个重要极限的变形求法。

难点：理解两边夹定理。

教学步骤及内容：

2.5 极限存在准则和两个重要极限

教学目的：掌握两个重要极限。

教学重点：两个重要极限的变形求法。

教学难点：理解两边夹定理。

一、夹逼准则：三数列 nx 、 ny 和 nz ，如果从某项起：

(1)、 nnn zxy  ；

(2)、 ayn
n




lim  azn
n




lim ，

那么数列 nx 的极限存在 且 axn
n




lim 。

用夹逼准则证明证明第一个重要极限： 1sinlim
0


 x

x
x

。

例 1、求
x
x

x

3sinlim
0

。

解：
x
x

x

3sinlim
0 1

3
3

3sinlim
0


 x

x
x

=3。
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例 2、求 20

cos1lim
x

x
x




。

解： 20

cos1lim
x

x
x





2

2

02

2

0 )
2

(
2

sin
lim

2
12

sin2
lim x

x

x

x

xx 


2
11

2
1

2

2sin
lim

2
1 2

2

0

















 x

x

x
。

二、单调有界数列必有极限：单调增加有上界的数列一定收敛；单调减

少有下界的数列一定收敛。

根据此定理 可以证明极限 e
n
n

n



)11(lim 。

例 3、求 x
x x

)21(lim 


。

解： 222 ])21[(lim)21(lim e
xx

x

x
x

x



。

例 4、求 x
x x

)11(lim 


。

解：令 tx，则 x时， t，于是

x
x x

)11(lim 


t
t t




 )11(lim

e
t
tt

1

)11(

1lim 





。

或解： )1()11(lim)11(lim 

 
 x

x
x

x xx
11])11(lim[ 





 e

x
x

x
。

例 5、求 1)11(lim 


 x

x x
。

解： 1)11(lim 


 x

x x
)11()11(lim
xx

x
x



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1)11(lim )1(

 
 x

x x
11])11(lim[ 





 e

x
x

x
。

例 6、求 x
x

x
1

0
)1(lim 


。

解： ex x
x




1

0
)1(lim 。

三、习题

1、计算下列的极限

(1)、
x
x

x

sinlim
0

。

解：
x
x

x
x

x
x

xxx 



 sinlimsinlimsinlim

000 
   1 。

(2)、
x
x

x

3tanlim
0

。

解：
x
x

xx
x
x

x
x

xxx

3sin
3cos

1lim3cos
3sin

lim3tanlim
000 



31
1
13

3
3sin

3cos
1lim3

0


 x
x

xx
。

(3)、
x
x

x 5sin
2sinlim

0
。

解：
5
211

5
2

5sin
5

2
2sin

5
2lim

5sin
2sinlim

00


 x
x

x
x

x
x

xx
。

(4)、 xx
x

cotlim
0

。

解：

x
x
x

x
xxx

xxx
cos
sinlim

tan
limcotlim

000 


111
sin

coslim
sin
coslim

00


 x
xx

x
xx

xx
。
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(5)、
xx
x

x sin
2cos1lim

0




。

解：
xx

x
xx
x

xx sin
)sin21(1lim

sin
2cos1lim

2

00







212sinlim2
sin

sin2lim
0

2

0


 x
x

xx
x

xx
。

(6)、 n
n

n

x
2

sin2lim


。

解：

n

n

n
n

n

nn
n

n x

x

x

x
x

2

2
sin

lim

2
1
2

sin
lim

2
sin2lim


 xx  1 。

2、计算下列的极限

(1)、 x
x

x
1

0
)1(lim 


。

解： 11
1

0

1

0
))](1([lim)1(lim 


 exx x

x
x

x
。

(2)、 x
x

x
1

0
)21(lim 


。

解： 222
1

0

1

0
])21[(lim)21(lim exx x

x
x

x



。

(3)、 x
x x

x 2
0

)1(lim 


。

解： 22
0

2
0

])11[(lim)1(lim e
xx

x x
x

x
x





。

(4)、 kx
x x

)11(lim
0




。
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解： kkx
x

kx
x

e
xx







 ])11[(lim)11(lim

00
。

复习思考题、作业题：求
x
x

x 6tan
2sinlim

0
。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 11 周 课 次 第 14 次

章 节

名 称

第三章、导数与微分

3.1、导数概念

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
3

教 学

目 的

要 求

掌握导数的概念。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点： Axf  )( 0  Axfxf   )()( 00 。

难点：理解自变量增量 x 和因变量 y 。

教学步骤及内容：

第三章、导数与微分

3.1、导数概念

教学目的：掌握导数的概念。

教学重点： Axf  )( 0  Axfxf   )()( 00 。

教学难点：理解自变量增量 x 和因变量 y 。

一、导数概念

1、定义：

x
y

xx
xfxfxf

dx
xdf

xxxxx 







 0

0

0
0 lim)()(lim)( )(

0

=
x

xfxxf
x 




)()(
lim 00

0

x
x

x 





f(x))f(xlim(x)f
0

。

f (x)在 0x 的左导数：
h

xfhxfxf
h

)()(lim)( 00
00





 ；

f (x)在 0x 的右导数：
h

xfhxfxf
h

)()(lim)( 00
00





 ；
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2、 Axf  )( 0  Axfxf   )()( 00 。

注：如果极限
x

xfxxf
x 




)()(lim 00
0

不存在，就说函数 yf (x)在点 x0处不可导。

3、导数的几何意义：函数 yf (x)在点 x0处的导数 f (x0)在几何上表示曲线 yf(x)在

点 M(x0，f (x0))处的切线的斜率 即 f (x 0)tan ，其中是切线的倾角。

4、曲线 yf (x)在点 M(x0，y0)处的切线方程为：yy0f (x0)(xx0)。

过切点 M(x0，y0)且与切线垂直的直线叫做曲线 yf (x)在点 M处的法线方程为：

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy 


 。

例 1、求函数 f (x)C（C为常数）的导数。

解：
h

xfhxfxf
h

)()(lim)(
0




0lim
0


 h

CC
h

，

即(C ) 0，介绍书中的求导基本公式。

例 2、求函数 f (x)x|在 x0 处的导数。

解： 1||lim)0()0(lim)0(
00


 

 h
h

h
fhff

hh
， 1||lim)0()0(lim)0(

00


 
 h

h
h

fhff
hh

，

因为 f (0) f (0)，所以函数 f (x)|x|在 x0 处不可导。

例 3、求等边双曲线
x

y 1 在点 )2  ,
2
1( 处的切线的斜率，并写出在该点处的切线方程和

法线方程。

解： 2
1
x

y  ，所求切线及法线的斜率分别为 4)1(
2
121  xx

k 
4
11

1
2 

k
k ，

所求切线方程为 )
2
1(42  xy ，即 4xy40，

所求法线方程为 )
2
1(

4
12  xy ，即 2x8y150。

例 4、设












0xbax

0xe
)(

x

xf ，f (x)在 x = 0 处可导，求 a、b。

解：
xx ee )( ， abax  )( ，故 10  aae ，

可导肯定连续，故 100  bbae 。

二、函数的可导性与连续性的关系



59

设函数 yf (x)在点 x0 处可导，即 )(lim 00
xf

x
y

x






存在，则

00)(limlimlimlim 00000









xfx

x
yx

x
yy

xxxx
，

这就是说，函数 yf (x)在点 x0 处是连续的， 所以，如果函数 yf (x)在点 x处可导，则

函数在该点必连续。

另一方面，一个函数在某点连续却不一定在该点处可导。

例 5、 函数 3)( xxf  在区间(，)内连续，但在点 x0 处不可导，这是因为函数

在点 x0 处导数为无穷大

h
fhf

h

)0()0(lim
0





 h

h
h

0lim
3

0
。

三、导数的计算

1、导数的定义：   0xf    
x

xfxxf

x 




00

0
lim 。

2、设函数  xf 可导，则
   

x
fxf




 3
11lim

0
等于( )。

A、  1f  B、  13 f  C、  1
3
1 f  D、  3f 

解：
   

x
fxf




 3
11lim

0

   
x

fxf







11
3
1 lim

0
 1

3
1 f  。

3、函数   21 f ，求
   

x
fxf






11lim
0

。

解：
   

x
fxf






11lim
0

   
x
fxf







11lim
0

  21  f 。

x
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4、函数   21 f ，求
   

x
xfxf

x 




11lim
0

。

解：
x

xfxf

x 




)1()1(lim
0 x

xfxxf

x 



 2

)1(]2)1[(2 lim
0

  412  f 。

5、函数   21 f ，求    
x

xfxf

x 




11lim
0

。

解：
x

xfxf

x 




)1()1(lim
0

x
xfffxf

x 





)1()1()1()1(lim
0

x
xff

x
fxf

xx 










)1()1()1()1( limlim
00

x
fxf

x
fxf

xx 










)1()1()1()1( limlim
00

x
fxf

x
fxf

xx 










)1()1()1()1( limlim
00

  412  f

解：
x

xfxf

x 




)1()1(lim
0

)1(2

2
)1(]2)1[(2

)1(]2)1[(

lim

lim

0

0

f

x
xfxxf

x
xfxxf

x

x
















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6、已知   21 f ，则    
x

xfxf

x 


 4
3121lim

0
等于____。

解：    
x

xfxf

x 


 4
3121lim

0

4
5

5
)31(]5)31[(

4
5 lim

0






 x

xfxxf

x
 

2
51 f 。

复习思考题、作业题：设函数  xf 可导，则
   

x
fxf




 2
11lim

0
等于( )。

A、  1f  B、  12 f  C、  1
2
1 f  D、  3f 

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 12 周 课 次 第 15 次

章 节

名 称
3.2、函数的求导法则

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
6

教 学

目 的

要 求

掌握函数导数的计算。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：求导法则。

难点：复合函数的求导。

教学步骤及内容：

3.2、函数的求导法则

教学目的：掌握函数导数的计算。

教学重点：求导法则。

教学难点：复合函数的求导。

一、导数四则运算法则

设 uu(x) vv(x)都可导，则

(1)、(u v)uv

(2)、(C u)C u

(3)、(u v)uvuv

(4)、 2)(
v
vuvu

v
u  
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二、复合函数的求导法则

如果 ug(x)在点 x可导，函数 yf(u)在点 ug(x)可导，则复合函数 yf[g(x)]在点 x可

导，且其导数为： )()( xuf
dx
du

du
dy

dx
dy  。

三、基本初等函数的倒数

(1)、 0)( c (2)、 1)(  nn nxx

(3)、 xx ee )( (4)、
x

x 1)(ln 

(5)、 xx cos)(sin  (6)、 xx sin)(cos 

例 1、
2
 sincos4)( 3 

 xxxf ，求 f (x)及 )
2
 ( f  。

解： xxxf sin43)( 2  ，故 4
4

3
2

sin4)
2

(3)
2

(
2
 f 。

例 2、ye x sin x， 求 y。

解： xexexexexf xxxx cossin)(sinsin)()(  。

例 3、ytanx ，求 y。

解： 
x
xy

cos
sin

x
xxxx

2cos
)(cossincos)(sin 

x
xx

2

22

cos
sincos 


x2cos

1
 。

例 4、求的 xxxf cossin)(  导数。

解： xxxxxf scosincosnsi)(  xxx 2cossincos 22  。

例 5、求的
x
xxf

cos
ln)(  导数。

解：
x

xxxxxf 2cos
ln)(coscos)(ln)(



xx

xxxx
x

xxx
x

22 cos
lnsincos

cos

lnsincos1





 。
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例 6、
x

y
cos

1
 ，求 y。

解：
x
xxxx

x
y 2

21

cos
sin)(coscos1)(cos)

cos
1(   。

例 7、 )cos(sin xxey x  ，求 y。

解： )cos(sin)cos(sin  xxexxey xx xex cos2 。

例 8、求导 xexxxf x cos)2()( 2  。

解： )(cos))(2()2()( 22  xexxexxxf xx

xexxxexxex xxx sin)24(sin)2()22( 22  。

例 9、求导 x
x
xxf sinln)( 2  。

解： )(sinln)()(ln)( 4

22



 x

x
xxxxxf

x
x
x

x
x

x

xxx
x cosln21cos

ln21

334

2




 。

例 10、求 3
sin
ln)( 25  x
x
xxf 的导数。

解： ( )f x = 24
2

(ln ) sin (sin ) ln 25
sin

x x x x x
x

 
 24

2

sin cos ln 25
sin

x x x x x
x x


  。

例 11、求 xxexf x tanln)(  的导数。

解： )
cos
sin()(lnln)()( 

x
xxexexf xx
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例 12、求下列函数的导数：

(1)、 xxy tan ； (2)、
1
1





x
xy

解：(1)、 )
cos
sin(tan)

cos
sin(

cos
sin 

x
xxx

x
xx

x
xxy

x
xxxxxx 2cos
)(cossincos)(sintan



x

xxxx 2

22

cos
sincostan 


x

xx 2cos
tan  ；

(2)、
2)1(

)1)(1()1()1(





x
xxxxy 22 )1(

2
)1(

)1(1








xx
xx

或 1)1(21
1

21
1

21 






 x
xx

xy ，

2
2

)1(
2)1(21


 

x
xy 。

例 13、设   exf x x 的导函数为  f x ，则  1f  的值为( )。

A. e B. e 1 C. 2e D. e 2
解：   e xf x x 的导函数为   e (e ) e e (1 )ex x x x xf x x x x x        ，

所以   11 (1 1)e 2ef     ，故选 C。

例 14、求下列函数的导数：

(1)、 653 24  xxxy ； (2)、    321  xxxy 。

解：(1)、 564 3  xxy ；

(2)、 y           321321 xxxxxx     321 xxx

        213132  xxxxxx

233465 222  xxxxxx

11123 2  xx 。

例 15、 xey 2 ，求 y。

解：令 t =2x，则 xxtx exeteey 222 2)2()(  。
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例 16、
2xey  ，求 y。

解：令 t = 2x ，则
222

2)()( 2 xxtx xexeteey  。

例 17、 xy 2ln ，求 y。

解：令 t =2x，则
x

x
x

t
t

xy 1)2(
2
11)2(ln  。

或解： xxy ln2ln2ln  ，故
xx

xy 110)ln()2ln(  。

例 18、 2lnxy  ，求 y。

解：令 t = 2x ，则
xx

xx
x

t
t

xy 22)(11)(ln 2
2

2
2  。

或解： xxy 2lnln 2  ，故
xx

y 212  。

例 19、 xy 2sin ，求 y。

解：令 t =2x，则 xxxttxy 2cos22cos)2(cos)2sin(  。

例 20、 2cosxy  ，求 y。

解：令 t = 2x ，则 2222 sin2sin)()sin()(cos xxxxttxy  。

例 21、 623 )632(  xxxy ，求 y。

解： )632()632(66 235235  xxxxxxtty

)343()632(6 2523  xxxxx 。

例 22、y=lnsin x，求
dx
dy

。

解：令 t=sinx，则
x
xx

x
t
t

y
sin
cos)(sin

sin
11

 。

例 23、 xxx y ，求 y。

解： ])[( 2
1
 xxxy )()(

2
1 1

2
1




xxxxxx

)])[(1()(
2
1 2

1
2
1




xxxxx ])()(
2
11[)(

2
1 1

2
1

2
1




xxxxxxx
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]
2
11()(

2
11[)(

2
1 1

2
1

2
1

2
1


 xxxxxx

]
2
11()(

2
11[)(

2
1 2

1
2
1

2
1


 xxxxxx 。

例 24、
3xey  ，求 y。

解：
333 23 3)()()( xxtx exxeteey  。

例 25、 21
2sin
x
xy


 ，求 y。

解： )
1

2(
1

2cos)()ints( 22





x
x

x
xty

222

22

1
2cos

)1(
)1(2)1()2(

x
x

x
xxxx






222

22

222

2

1
2cos

)1(
422

1
2cos

)1(
)2(2)1(2

x
x

x
xx

x
x

x
xxx









 222

2

1
2cos

)1(
22

x
x

x
x




 。

例 26、
3 221 xy  ，求 y。

解： )21()21(
3
1])21[( 21

3
1

23
1

2 


xxxy )4()21(
3
1 3

2
2 xx 


3 22 )21(3

4

x

x




 。

例 27、 )cos(ln xey  ，求 y。

解： x

xx
xx

x
x

x e
eeee

e
e

e
y

cos
sin)(sin

cos
1)(cos

cos
1

 。

例 28、 xey
1sin

 ，求 y。

解：
x

e
xxx

e
x

ey xxx 1cos1)1(1cos)1(sin
1sin

2

1sin1sin
 。
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例 29、 81cosln)( 2 
x

x
x
xexxf x ，求 )1(f  。

解： )(xf  )(sinln)(ln)()( 2
1

2
22 





xx

x
xxxxexex xx

2
3

2
2

2
1sinln12





 xx

x
xexxe xx ，

故 1sin
2
13

2
1sin12)1(  exeef 。

例 30、 81
cos
sinsincosln2)(

5 33
28.3  

xx
xxx

x
xexxf x ，求 ))1(( f 。

解： 0))1(( f 。

复习思考题、作业题：已知 xxy sincos ，求 y。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 13 周 课 次 第 16 次

章 节

名 称
3.3、洛必达法则

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求
掌握利用洛必达法则求极限。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：多次用洛必达法则。

难点：判断哪些情况可以用洛必达法则。

教学步骤及内容：

3.3、洛必达法则

教学目的：掌握利用洛必达法则求极限。

教学重点：多次用洛必达法则。

教学难点：判断哪些情况可以用洛必达法则。

未定形：如下的函数极限都是未定形：

1、
0
0
型： 如：

xx
xx

x 


 tan
sinlim

0
型：

2、


型： 如： 0lnlim 


a

x
x
ax

它们的计算不能用函数极限的四则运算法则，且它们只表示类型，没有具体意义。

1、
0
0 (


 )型的洛必达法则 ax (同理 x )

定理：对函数和，如果：

(1)、 0)(lim
)(





xf

x
ax

， 0)(lim
)(





xg

x
ax

(2)、在某个邻域 ),( aN 内（ Xx  后）有导数 'f 和 'g ，且 0)(' xg ；



70

(3)、
)('
)('lim

)( xg
xf

x
ax



存在（或无穷），则成立： )(

)(lim
)(

xg
xf

x
ax



= )('

)('lim
)(

xg
xf

x
ax



。

例 1、 22

2
2

2 )]1([

ln)13()1(

]
)1(

ln[






 xx

xx
x
xx

xx
x

，

但
2
1

13

1

lim
)1(

lnlim 2121





  x
x

xx
x

xx
，

意思是
)1(

ln)( 2 


xx
xxf 在 1x 处没意义，

但无穷接近
2
1
。

例 2、求极限
x
x

x

sinlim
0

。

解： 1
1

coslimsinlim
00




x
x
x

xx
。

意思是
x
xxf sin)(  在 0x 处没意义，但无穷接近 1。

例 3、求极限 x
x

x

2sinlim
0

。

解： x
xx

x
x

xx

cossin2lim2sinlim
00 

 2
1

sincos2lim
22

0







xx
x

。
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意思是
x
xxf 2sin)(  在 0x 处没意义，但无穷接近 2。

例 4、求极限 30

sinlim
x

xx
x




。

解：
x
x

x
x

x
xx

xxx 6
sinlim

3
cos1limsinlim

02030 






6
1

6
coslim

0




x
x

。

意思是 3
sin)(
x

xxxf 
 在 0x 处没意义，但无穷接近

6
1
。

例 5、求极限： bx
ax

x sin
sinlim

0
。

解： b
a

b
a

bxb
axa

bx
ax

xx


 0cos
0cos

cos
coslim

sin
sinlim

00
。

例 6、求极限：
1

23lim 23

3

1 


 xxx
xx

x
。

解： 2
3

26
6

26
6lim

123
33lim

1
23lim

12

2

123

3

1
















 x

x
xx

x
xxx

xx
xxx

。

例 7、求极限： 3
lnlim
x
x

x 
。

解： 0
3

1lim
3

1

limlnlim 323 
 xx

x
x
x

xxx
。
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例 8、用洛必达法则求下列极限：

(1)、 x
x

x

)1ln(lim
0




； (2)、 x
ee xx

x sin
lim

0






。

解：(1)、 1
01

1
1

1lim
1

1
1

lim)1ln(lim
000










 x
x

x
x

xxx
；

(2)、 2
1

11
0coscos

lim
sin

lim
00

00











 







ee
x
ee

x
ee xx

x

xx

x
。

例 9、用洛必达法则求下列极限：

(1)、 20 )2(
sinlnlim
x
x

x  
； (2)、 88

66

2 2
2lim




 x

x
x

。

解：(1)、
)2()2(2

)(sin
sin

1

lim
)2(

sinlnlim 12

2

2

2





 
 xx

x
x

x
x

xx  

  48
sin
cos

lim
)2(4

sin
cos

lim

22






 x

x
x

x
x
x

xx 8
1

sin8
1lim

8
sin

cossin

lim 2

2

2

22

2









 x

x
xx

xx  ；

(2)、 16
3

28
6

28
26

8
6lim

2
2lim 27

5

1-8

1-6

288

66

2













 x

x
x
x

xx
。

复习思考题、作业题：用洛必达法则求极限 xx
x

x cos3sin
2sinlim

0
。

下次课预习要点

教 学

后 记



73

授课时间 第 14 周 课 次 第 17 次

章 节

名 称
3.4、导数与单调

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
1

教 学

目 的

要 求

导数与单调的关系。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：能够快速画出
x
xxf ln)(  和

x
exf
x

)( 的图像。

难点：讨论带参数的函数的单调性。

教学步骤及内容：

3.4、导数与单调

教学目的：导数与单调的关系。

教学重点：能够快速画出
x
xxf ln)(  和

x
exf
x

)( 的图像。

教学难点：讨论带参数的函数的单调性。

1、证明不等式： 1 xex 。

解：即证 1)(  xexf x 的最小值 0 ，

01)( eeexf xx  ，可知 0x 是唯一极小值点，

故 010)0()( 0
min  efxf ，

故 1 xex 。

2、求函数
x
xxf ln)(  的单调区间。

解： 22
lnlnln1)(

x
xe

x
xxf 



 ，故 ex  是唯一极大值点，在 ),0( e 单调递增，在 ),[ e

单调递减；
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3、求函数
x
xxf

ln
)(  的单调区间。

解：
x
ex

x
xxf 22 ln

lnln
ln

1ln)( 



 ，

故在 )1,0( 和 ),1( e 上单调递减，在 ),[ e 单调递增。

4、已知函数 nmxxxxf  23
2
1)( 。

(1)、若 )(xf 的图像有与 x轴平行的切线，求m的取

值范围；

(2)、若 )(xf 在 1x 取得极值，且 ]2,1[x 时，

2)( nxf  恒成立，求 n的取值范围。

解：(1)、 mxxxf  23)( ， 0121  m ，可得
12
1

m 。

(2)、 013)1(  mf ， 2m ，

解 023)( 2  xxxf 可得：
3
2

x 或 1x 。

x 1 )
3
2,1( 

3
2

 )1,
3
2( 1 (1,2) 2

)(xf  + － +

)(xf ↗ ↘ ↗

故：
27
22

3
22

9
4

2
1

27
8)

3
2(  nnf ，

nnf  2428)2( ，故有 n2 2n 。

5、函数
 cos

8
sin

1)( xf 在 )
2

,0( 
x 的最小值。

解：









22

33

22 cossin
cossin8

cos
sin8

sin
cos)( 




 xf




22

22

cossin
)coscossin2sin4)(cossin2( 


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零点为
5

1sin
2
1tancossin2   ，

5
2cos  ，代入

 cos
8

sin
1)( xf 可得 55

2
585)(min xf

6、已知 )
3
1(2)( 2  fxxxf ，则  )

3
1(f _____。

解： )
3
1(2

3
2)

3
1()

3
1(22)(  fffxxf ，

故
3
2)

3
1( f 。

7、求函数 xe
xxf )( 的单调区间。

解： xx

xx

e
x

e
xeexf 




 1
)(

)( 2 ， )(xf 在 )1,( 上递增，在 ),1[  上递减。

8、求函数
x
exf
x

)( 的单调区间。

解： 22
1)(

x
xe

x
exexf x
xx 



 ，

)(xf 在 )0,( 和 )1,0( 上递减，在 ),1[  上递增。

9、若 xekxxf )( 有零点，求 k的取值范围。

解：
ke

xekx x
x 10  ，设 xe

xxg )( ，

则 xx

xx

e
x

e
xeexg 




 1
)(

)( 2 ，故 )(xg 在(0,1)单调递增，

在 ),1(  单调递减，
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故
e

gxg 1)1()(max  ，故 ek
ek


110 ，

显然 0k 也是可以的。

复习思考题、作业题：证明不等式： xx ln1 。

证明：即证 xxxf ln1)(  的最小值 0 ，

x
x

x
xf 111)( 

 ，可知 1x 是唯一极小值点，

故 01ln11)1()(min  fxf ，故 xx ln1 。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 15 周 课 次 第 17 次

章 节

名 称
3.5、函数的极值与最大值最小值

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

求函数的最大值最小值。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：最大值和最小值的求法。

难点：极值和最值的区别

教学步骤及内容：

3.5、函数的极值与最大值最小值

教学目的：求函数的最大值最小值。

教学重点：最大值和最小值的求法。

教学难点：极值和最值的区别

一、函数的极值

1、极大(小)值的定义：如在 0x 邻域内，恒有    0xfxf  ，     0xfxf  ，则称  0xf

为函数  xf 的一个极大(小)值。

2、定理 1 (必要条件)设函数 f(x)在点 x0 处可导，且在 x0 处取得极值，那么这函数

在 x0 处的导数为零，即 f (x0)0。

简要证明：假定 f(x0)是极大值，根据极大值的定义，在 x0的某个去心邻域内有 f (x)

f (x0)，于是 0)()(lim)()(
0

0
00

0








 xx
xfxfxfxf

xx
，同时

0)()(lim)()(
0

0
00

0








 xx
xfxfxfxf

xx
，从而得到 f (x0) 0 。
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3、驻点： 使导数为零的点(即方程 f (x)  0 的实根)叫函数 )(xf 的驻点，定理１就

是说：可导函数 )(xf 的极值点必定是函数的驻点，但的过来，函数  xf 的驻点却不一定

是极值点。

二、函数极值的求法

1、第一充分条件：设函数 )(xf 在 x0连续，且在 x0的某邻域  ,U 0x 内可导，

(1)、如果在(x0 x0)内 f (x)0，在(x0 x0)内 f (x)0，那么函数 f(x)在 x0处

取得极大值；

(2)、如果在(x0 x0)内 f (x)0，在(x0 x0)内 f (x)0，那么函数 f(x)在 x0处取得极小值；

(3)、如果在(x0 x0)及(x0 x0)内 f (x)的符号相同，那么函数 )(xf 在 x0处没有极值。

该定理也可简单地说成导数变号就有极值： 当 x在 x0的邻近渐增地经过 x0 时，如

果 f (x)的符号由负变正，那么 )(xf 在 x0处取得极大值，如果 f (x)的符号由正变负，那

么 )(xf 在 x0处取得极小值； 如果 f (x)的符号并不改变，那么 )(xf 在 x0处没有极值 (注

 定理的叙述与教材有所不同) 。

2、确定极值点和极值的步骤：

(1)、求出导数 f (x)；

(2)、求出 )(xf 的全部驻点和不可导点；

(3)、列表判断(考察 f (x)的符号在每个驻点和不可导点的左右邻近的情况，以便确定该

点是否是极值点，如果是极值点，还要按定理 2 确定对应的函数值是极大值还是极小值)；

(4)、确定出函数的所有极值点和极值。

例 1、求函数 3 2)1()4()(  xxxf 的极值。

解：(1)、f(x)在( )内连续 除 x1 外处处可导，且 3 13
)1(5)(






x
xxf ；

(2)、令 f (x)0，得驻点 x1， x1 为 f(x)的不可导点；
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(3)、列表判断

x ( 1) 1 (1 1) 1 (1 )

f (x)  不可导  0 

F (x) ↗ 0 ↘ 3 43 ↗

(4)、极大值为 f(1)0，极小值为 3 43)1( f 。

3、第二种充分条件：设函数 f(x)在点 x0 处具有二阶导数且 f (x0)0， f (x0)0，那

么

(1)、当 f (x0)0 时， 函数 f(x)在 x0处取得极大值；

(2)、当 f (x0)0 时， 函数 f(x)在 x0处取得极小值。

三、函数的最值

1、极值与最值的关系：

设函数 f(x)在闭区间[a b]上连续，则函数的最大值和最小值一定存在，函数的最大

值和最小值有可能在区间的端点取得，如果最大值不在区间的端点取得，则必在开区间

(a b)内取得，在这种情况下，最大值一定是函数的极大值，因此，函数在闭区间[a b]

上的最大值一定是函数的所有极大值和函数在区间端点的函数值中最大者，同理，函数

在闭区间[a b]上的最小值一定是函数的所有极小值和函数在区间端点的函数值中最小

者。

2、最大值和最小值的求法：

(1)、求出  ba， 内可能的极值点，不需判别极大还是极小，求出它们的函数值，再与端

点的函数值进行比较，其中最大的(小)为最大(小)值。

(2)、在  ba， 内可能极值点唯一，如是极小值则为最小值；如是极大值则为最大值。

(3)、如 0)(  xf ，则 )(af 是最小值， )(bf 是最大值。

(4)、实际问题据题意可不判别。

例 2、求函数 f(x)|x23x2|在[3 4]上的最大值与最小值。
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解、











)2 ,1(       23

]4 ,2[]1 ,3[         23
)(

2

2

xxx

xxx
xf ，









)2 ,1(      32

)4 ,2()1 ,3(         32
)(

xx
xx

xf ，

在(3 4)内， f (x)的驻点为
2
3

x ，

不可导点为 x1 和 x2。

由于 f (3)20，f(1)0，
4
1)

2
3( f ， f (2)0，f (4)6，比较可得 f (x)在 x3 处取得

它在[3 4]上的最大值 20，在 x1 和 x2 处取它在[3 4]上的最小值 0。

例 3、求  
x

xxf 4322  的极值点与极值。

解：     
2

2

2

3

2

3

2

36662216243224322'
x

xxx
x

x
x

x
x

xxf 








故  6,x 时，   0' xf ；   ,6x 时，   0' xf ，

所以 x =6 是  xfy  的极小值点。

另解：显然   06' f ，   3

8642''
x

xf 又 ，   06'' f故 ， 是极小值点故 6x 。
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复习思考题、作业题：求    3 252 xxxf  的极值点与极值。

解：   2
3

3
5

52 xxxf  ，  
3

3
1

2
3 1

3
10

3
10

3
10'

x
xxxxf 




故

解 01
3



x

x
， 01  xx 或可得 ，

故 x =0 是极大值点， x =1 是极小值点。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 15 周 课 次 第 18 次

章 节

名 称

第四章 不定积分

第一节 不定积分的概念与性质

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
1

教 学

目 的

要 求
掌握不定积分的概念

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：理解并记住基本积分表。

难点：求基础函数的积分。

教学步骤及内容：

第四章 不定积分

4.1、不定积分的概念与性质

教学目的：掌握不定积分的概念。

教学重点：理解并记住基本积分表。

教学难点：求基础函数的积分。

一、原函数与不定积分的概念

1、原函数

在区间Ⅰ上，如    xfxF  ，称 )(xf 为 )(xF 的导函数，称 )(xF 为 )(xf 的原函数，

如：因为(sin x)cos x, 故 sin x 是 cos x 的原函数。

又如当 x (1 )时, 因为
x

x
2

1)(  , 所以 x是
x2

1
的原函数。
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提问：cos x和
x2

1
还有其它原函数吗？

1： )(xf 的任意两个原函数之间只差一个常数，

即如果(x)和 )(xF 都是 )(xf 的原函数,

则(x))F (x)C (C为某个常数)。

2：如果函数 )(xf 在区间 I上有原函数 )(xF ，

那么 )(xf 就有无限多个原函数,   CxF  为 )(xf 的全体原函数。

3：原函数与导函数是一种互逆关系。

2、不定积分

)(xf 在 I上的全体原函数称为 )(xf 在 I上的不定积分，记为  xxf )d( ，根据定义，

如果 F(x)是  xf 在区间 I 上的一个原函数，那么 F(x)C 就是 )(xf 的不定积分，即

  CxFdxxf )()( 。

其中记号  称为积分号， )(xf 称为被积函数，f(x)dx称为被积表达式，x称为积分变量。

例 1、因为 sin x 是 cos x 的原函数，所以 Cxxdx  sincos ；

因为 x是
x2

1
的原函数，所以 Cxdx

x
 2

1
。

例 2、求函数
x

xf 1)(  的不定积分。

解：当 x > 0 时，(ln x)
x
1

 ， Cxdx
x

 ln 1
(x>0)；

当 x < 0 时[ln(x)]
xx
1)1(1




 ， Cxdx
x

 )ln( 1
(x<0)，

合并上面两式，得到 Cxdx
x

 ||ln 1
(x0)。
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例 3、在下列等式中，正确的结果是 C

A、    xfdxxf )( B、   )()( xfxdf

C、   )()d(  xfxxf
dx
d D、   )()(  xfdxxfd

二、基本积分表

(1)、 Ckxkdx  (k是常数)

(2)、 Cxdxx 


  1

1
1 




(3)、 Cxdx
x

 ||ln1


(4)、 Cedxe xx  

(6)、 Cxxdx  sincos 

(7)、 Cxxdx  cossin 。

例 3、求 dx
x 3
1

。

解：   dxxdx
x

3
3

1 C
x

Cx 


 
2

13

2
1

13
1

。

或解：
3232 )(

2
12)(   xxxx

32)
2
1(   xx ，即 32

1)
2
1(

xx
 ，故 dx

x 3
1 C

x
 22

1
。

例 4、求 dxxx 2
。

解：   dxxdxxx 2
5

2 Cx 



1

2
5

1
2
5

1 Cx  2
7

7
2 Cxx  3

7
2

。
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或解： 2
5

2
7

2
5

2
7

)(
7
2

2
7)( xxxx  2

5
2
7

)
7
2( xx  ，

即  dxx2
5

Cx  2
7

7
2 Cxx  3

7
2

。

例 5、求  3 xx
dx

。

解： 


 dxx
xx

dx 3
4

3 Cx







1
3
4

1
3
4

Cx 


3
1

3 C
x
 3

3
。

或解： 3
4

3
1

3
4

3
1

)(3
3
1)(


 xxxx 3

4
3
1

)3(


 xx ，

即 

dxx 3

4

Cx 


3
1

3 C
x
 3

3
。

例 6、求 dx
x

xx )1(1 2 。

解： dx
x

xxdx
x

xx )1(1)1(1 2
4
1

2
1

2  

dxxx


 )( 4
5

4
3

Cxx 


4
1

4
7

4
7
4

。

三、不定积分的性质

性质 1、函数的和的不定积分等各个函数的不定积分的和，

即   dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([ 。

这是因为： ])([])([])()([   dxxgdxxfdxxgdxxf f(x)g(x)。

性质 2、求不定积分时 被积函数中不为零的常数因子可以提到积分号外面来，

即   dxxfkdxxkf )()( (k是常数 k 0)。
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例 7、求   dxxx )5( 2
。

解：   dxxxdxxx )5()5( 2
1

2
5

2

  dxxdxx 2
1

2
5

5   dxxdxx 2
1

2
5

5 Cxx  2
3

2
7

3
25

7
2

。

例 8、求 
 dx
x
x

2

3)1(
。

解： dx
x

xxxdx
x
x







2

23

2

3 133)1( dx
xx

x )133( 2 

dx
x

dx
x

dxdxx   2
1133 C

x
xxx 

1||ln33
2
1 2

。

例 9、求 dxxex )cos3(  。

解：   xdxdxedxxe xx cos3)cos3( Cxex  sin3 。

例 10、求 dxex3 。

解： Cedxedxe xxx   333 。

复习思考题、作业题：

作业：求 dx
xx

exx x  )114321( 2
2

。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 16 周 课 次 第 18 次

章 节

名 称
4.2、换元积分法

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

通过换元计算积分。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：把一个函数换为一个变元。

难点：构造哪个函数为导数的形式。

教学步骤及内容：

4.2、换元积分法

一、第一类换元法

设 f (u)有原函数 F(u)，u(x)，且(x)可微，那么，根据复合函数微分法，有

)(])([)()]([)()]([ xuduufxdxfdxxxf   

[F(u) C] u  (x) F[(x)]C。

1.运算形式 设 f (u)具有原函数，u(x)可导，

则有换元公式   )()]([)()]([ xdxfdxxxf 

  CxFCuFduuf )]([)()(  。

被积表达式中的 dx 可当作变量 x的微分来对待，从而微分等式(x)dx du可以应

用到被积表达式中。

在求积分  dxxg )( 时，如果函数 g(x)可以化为 g(x) f[(x)](x)的形式，

那么  dxxg )( )(])([)()]([ xuduufdxxxf    。

2.应用技巧 运用第一类换元积分法时，准确的选定中间变量 u(x)为做题的关键，

采用换(x)dx d(x)的技巧。
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例 1、   dxxxxdx )2(2cos2cos2  )2(2cos xxd

Cuudu   sincos sin 2xC。

例 2、 dxx
x

dx
x  





)23(

23
1

2
1

23
1

 


 )23(
23

1
2
1 xd

x

Cudu
u

  ||ln
2
11

2
1 Cx  |23|ln

2
1

。

例 3、  dxxex
2

2 。

解：   duexdedxxedxxe uxxx )()(2 22 222

CeCe xu 
2

。

例 4、 dxxx  21 。

解： dxxxdxxx )(1
2
11 222   221

2
1 dxx 

Cuduuxdx   2
3

2
1

22

3
1

2
1)1(1

2
1 Cx  2

3
2)1(

3
1

。

例 5、  xdxtan 。

解：   xd
x

dx
x
xxdx cos

cos
1

cos
sintan Cudu

u
  ||ln1

ln|cos x|C ，

即 Cxxdx  |cos|lntan 。

类似地可得 Cxxdx  |sin|lncot 。

熟练之后 变量代换就不必再写出了。
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例 6、 dx
x 1

1
2 。

解：  






dx

xx
dx

x
)

1
1

1
1(

2
1

1
1

2 ]
1

1
1

1[
2
1
  




 dx
x

dx
x

])1(
1

1)1(
1

1[
2
1
  





 xd

x
xd

x
Cxx  |]1|ln|1|[ln

2
1

C
x
x





 |
1
1|ln

2
1

。

即 dx
x 1

1
2 C

x
x





 |
1
1|ln

2
1

。

例 7、   )ln21( xx
dx

。

解：  






 x

xd
x
dxx

xx
dx

ln21
ln

ln21
)(ln

)ln21(

Cudu
ux

xd





  ln
2
11

2
1

ln21
)ln21(

2
1 Cx  |ln21|ln

2
1

。

例 8、 dx
x

e x


3

。

解：   xdedxxedx
x

e xx
x

33
3

2)(2

 xde x 3
3
2 3 Ce x  3

3
2

。

含三角函数的积分

例 9、  xdx3sin 。

解：   xdxxxdx sinsinsin 23   xdx cos)cos1( 2

  duu )1( 2   duudu 21 Cuu  3

3
1 Cxx  3cos

3
1cos 。
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例 10、  xdxx 52 cossin

解：   xdxxxxdxx cos)(cossincossin 4252   dxxxx )(sincossin 42

 xxdx sincossin 42   xdxx sin)sin1(sin 222

  xdxxx sin)sinsin2(sin 642   duuuu )2( 642

Cuuuduuuu   753642

7
1

5
2

3
1)2(

Cxxx  753 sin
7
1sin

5
2sin

3
1

。

复习思考题、作业题：

作业：   dxxxxex x )sin(2 2422
。

解：   dxxxxex x )sin(2 2422

  dxxxxex x )sin()( 2422 2

  2242 )sin(
2

dxxxxex

  duuuueu )sin( 2

Cuuueu  cos
3
1

2
1 32

Cxxxex  23222 cos)(
3
1)(

2
12

Cxxxex  264 cos
3
1

2
12

。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 17 周 课 次 第 19 次

章 节

名 称
4.3、分部积分法

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求
教学目的：通过分部积分法求积分。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：掌握分部积分法公式。

难点：掌握被积的两个函数要哪一个构造为导数的形式。

教学步骤及内容：

4.3、分部积分法

设函数 uu(x)及 vv(x)具有连续导数，那么，两个函数乘积的导数公式为

(uv)uvuv，移项得 uv(uv)uv，对这个等式两边求不定积分， 得：

  vdxuuvdxvu ，

这个公式称为分部积分公式。   vduuvudv 。

1、运算形式：   vdxuuvdxvu 。

2、应用关键：准确的选择 u函数为解题关键。

例 1、  xdxxcos   dxxx )(sin

  xdxxxx sin)(sin  xdxxx sinsin x sin x+cos xC 。

例 2、  dxxex 。

解：   dexdxxe xx )(   dxexxe xx  dxexe xx Cexe xx  。
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例 3、 dxex x 2
。

解： dxexdxex xx   )(22   dxexex xx )( 22  dxxeex xx 22

  dxexex xx )(22  dxexeex xxx 222

x2ex2xex2exC ex(x22x2 )C。

例 4、  xdxx ln 。

解：   xdxxdxx ln)(
2
1ln 2   dxxxxx )(ln

2
1ln

2
1 22

  dx
x

xxx 1
2
1ln

2
1 22   xdxxx

2
1ln

2
1 2 Cxxx  22

4
1ln

2
1

。

例 5、  xdxx ln2
。

解：解： xxdxxdxx   ln)(
3
1ln 32 ])(lnln[

3
1 33   dxxxxx

 dx
x

xxx 1
3
1ln

3
1 33  dxxxx 23

3
1ln

3
1

Cxxx  33

3
1

3
1ln

3
1 Cxxx  33

9
1ln

3
1

。

例 6、求 xdxex sin 。

xdxexdxe xx sin)(sin  解：  xdxexe xx cossin

  xdxexe xx cos)(sin ])(coscos[sin xdxexexe xxx  

]sincos[sin xxdexexe xxx   xdxexexe xxx sincossin

所以， Cxxexdxe xx  )cos(sin
2
1sin 。
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例 7、求 dxe x 。

解：令 x t 2  则 dxdt 22tdt，

于是 dxe x  dttet2   dtet t )(2  dtete tt 22 Cete tt  22

Ceex xx  22 Cxe x  )1(2 。

例 8、求  xdxxsin 。

解：   dxxxxdxx )(cossin ]cos)(cos[   xdxxxx

]coscos[  xdxxx  xdxxx coscos Cxxx  sincos 。

例 9、求  xdxln 。

解：   xdxxxdx ln)(ln   dxxxxx )ln(ln  dx
x

xxx 1ln

 dxxx 1ln Cxxx  ln 。

复习思考题、作业题：作业、 dxex x 3
。

解： dxexdxex xx   )(33   dxexex xx )( 33  dxexex xx 23 3

  dxexex xx )(3 23 ])(3[ 223   dxexexex xxx

 dxxeexex xxx 233 23   dxexexex xxx )(63 23

])(6[3 23   dxexxeexex xxxx  dxexeexex xxxx 663 23

Cexeexex xxxx  663 23
。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 17 周 课 次 第 20 次

章 节

名 称

第五章 定积分

5.1、定积分概念与性质

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
1

教 学

目 的

要 求

理解定积分的概念。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：定积分的性质及定积分中值定理

难点：定积分的概念

教学步骤及内容：

第五章 定积分

5.1、定积分概念与性质

教学目的：理解定积分的概念。

教学重点：

教学难点：定积分的概念

一、曲边梯形的面积

1、曲边梯形：设函数 y  f (x)在区间[a b]上非负、连续，由直线 xa、xb、y0 及

曲线 yf (x)所围成的图形称为曲边梯形，其中曲线弧称为曲边。

2、曲边梯形面积：

设函数 yf (x)在区间[a b]上非负、连续，求直线 xa、xb、y0

及曲线 yf (x)所围成的曲边梯形的面积。

(1)、用分点 a  x0  x1 x2     xn1 xn  b把区间[a，b]分成 n个小区间：
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[x0，x1]， [x1，x2]， [x2，x3]，  ，[xn1， xn ]，记xi xi  xi1 (i1，2，  ， n)。

(2)、任取i[xi1，xi]，以[xi1，xi]为底的小曲边梯形的面积可近似为

ii xf )( (i1，2，  ，n)；

所求曲边梯形面积 A的近似值为： 



n

i
ii xfA

1
)( 。

(3)、记max{x1，x2，  ，xn }，

所以曲边梯形面积的精确值为 



n

i
ii xfA

10
)(lim 


。

二、定积分定义

抛开上述问题的具体意义，抓住它们在数量关系上共同的本质与特性加以概括，就

抽象出下述定积分的定义。

1、定积分的定义：设函数 f (x)在[a b]上有界，

用分点 a  x0 x1 x2    xn1 xn b把[a，b]分成 n个小区间：

[x0，x1]，[x1，x2]，  ，[xn1，xn]，记xi xixi1 (i1，2，  ， n)，

任意 i[xi1 xi] (i1， 2，  ， n)，作和 



n

i
ii xfS

1
)( ，

记max{x1，x2，  ，xn}，如果当0 时，上述和式的极限存在，且极限值与

区间[a，b]的分法和 i的取法无关，则称这个极限为函数 f (x)在区间[a， b]上的定积分，

记作 
b
a

dxxf )( ，即 



n

i
ii

b
a

xfdxxf
10

)(lim)( 


，

其中 f (x)叫做被积函数， f (x)dx叫做被积表达式，x叫做积分变量， a叫做积分下限，

b叫做积分上限，[a，b]叫做积分区间。

根据定积分的定义，曲边梯形的面积为 
b
a

dxxfA )( 。

注意：

(1)、定积分的值只与被积函数及积分区间有关，而与积分变量的记法无关，

即  
b
a

b
a

b
a

duufdttfdxxf )()()( 。

(2)、和



n

i
ii xf

1
)( 通常称为 f (x)的积分和。
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(3)、如果函数 f (x)在[a，b]上的定积分存在，我们就说 f (x)在区间[a，b]上可积。

2、定积分的几何意义：

在区间[a，b]上，

当 f (x)  0 时，积分 
b
a

dxxf )( 在几何上表示由曲线 yf (x)、两条直线 xa、xb 与

x轴所围成的曲边梯形的面积：

当 f (x)  0 时，由曲线 y f (x)、两条直线 xa、xb 与 x轴所围成的曲边梯形位于 x

轴的下方 定义分在几何上表示上述曲边梯形面积的负值。

 


b
a

n

i
ii

n

i
ii

b
a

dxxfxfxfdxxf )]([)]([lim)(lim)(
1010




。

当 f (x)既取得正值又取得负值时，函数 f (x)的图形某些部分在 x轴的上方，而其它

部分在 x轴的下方，如果我们对面积赋以正负号，在 x轴上方的图形面积赋以正号，在

x轴下方的图形面积赋以负号，则在一般情形下，定积分 
b
a

dxxf )( 的几何意义为：它是

介于 x轴、函数 f(x)的图形及两条直线 xa、xb之间的各部分面积的代数和。

函数 f (x)在[a，b]上满足什么条件时，f (x)在[a，b]上可积呢？

3、定理 1：设 f (x)在区间[a，b]上连续，则 f (x) 在[a b]上可积。

4、定理 2：设 f (x)在区间[a，b]上有界，且只有有限个间断点 则 f (x) 在[a，b]上

可积。

例 1、利用定义计算定积分 dxx21

0 。

解：把区间[0 1]分成 n等份，分点为和小区间长度为

n
ixi  (i1，2，  ，n1)，

n
xi

1 (i1，2，  ，n)，

取
n
i

i  (i1，2，  ，n)，作积分和 



n

i
i

n

i
ii

n

i
i nn

ixxf
1

2

1

2

1

1)()( 

)12)(1(
6
111

3
1

2
3  


nnn

n
i

n

n

i
)12)(11(

6
1

nn
 ，

因为
n
1

 ，当0 时，n，

所以
3
1)12)(11(

6
1lim)(lim

10
21

0



 nn

xfdxx
n

n

i
ii


。
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利定积分的几何意义求积分。

例 2、用定积分的几何意义求  
1
0

)1( dxx 。

解：函数 y1 x在区间[0，1]上的定积分是以 y1x为曲边，以区间[0 1]为底的曲

边梯形的面积，因为以 y1x为曲边，以区间[0 1]为底的曲边梯形是一直角三角形，其

底边长及高均为 1，所以
2
111

2
1)1(1

0
 dxx 。

例 3、用定积分的几何意义求
4

11
0

2 
 dxx 。

解：函数
21 xy  在区间[0，1]上的定积分是以

21 xy  为曲边，

和 x轴、y轴围成的面积，即四分之一圆多面积
4


。
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三、定积分的性质

两点规定：

(1)、当 ab时， 0)( 
b
a

dxxf 。

(2)、当 ab时，  
a
b

b
a

dxxfdxxf )()( 。

性质 1：函数的和(差)的定积分等于它们的定积分的和(差)，

即  
b
a

b
a

b
a

dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([ 。

证明：  
b
a

dxxgxf )]()([ 



n

i
iii xgf

10
)]()([lim 







n

i
ii

n

i
ii xgxf

1010
)(lim)(lim 



 
b
a

b
a

dxxgdxxf )()( 。

性质 2：被积函数的常数因子可以提到积分号外面，

即  
b
a

b
a

dxxfkdxxkf )()( ，

证明： 



n

i
ii

b
a xkfdxxkf

10
)(lim)( 

  


b
a

n

i
ii dxxfkxfk )()(lim

10



。



性质：如果将积分区间分成两部分，则在整个区间上的定积分等于这两部分区间

上定积分之和，即  
b
c

c
a

b
a

dxxfdxxfdxxf )()()( 。

这个性质表明定积分对于积分区间具有可加性。

值得注意的是不论 a，b，c的相对位置如何总有等式：

 
b
c

c
a

b
a

dxxfdxxfdxxf )()()( 成立，

例如，当 a < b < c时，由于  
c
b

b
a

c
a

dxxfdxxfdxxf )()()( ，

于是有  
c
b

c
a

b
a

dxxfdxxfdxxf )()()(  
b
c

c
a

dxxfdxxf )()( 。
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性质 4：如果在区间[a，b]上 f (x)1，则 abdxdx b
a

b
a

  1 。

性质 5：如果在区间[a，b]上 f (x)  0，则  
b
a

dxxf 0)( (a  b)。

推论 1：如果在区间[a，b]上 f (x)  g (x)，则  
b
a

b
a

dxxgdxxf )()( (ab)。

证明：g (x)f (x)0，

从而   
b
a

b
a

b
a

dxxfxgdxxfdxxg 0)]()([)()( ，

所以  
b
a

b
a

dxxgdxxf )()( 。

推论 2：  
b
a

b
a

dxxfdxxf |)(||)(| (ab)，

证明：|f (x)|  f (x)  |f (x)|，

所以   
b
a

b
a

b
a

dxxfdxxfdxxf |)(|)(|)(| ，

即  
b
a

b
a

dxxfdxxf |)(||)(| |。

性质 6：设 M 及 m分别是函数 f (x)在区间[a，b]上的最大值及最小值，

则  
b
a

abMdxxfabm )()()( (ab)。

证明：因为 m  f (x) M，所以   
b
a

b
a

b
a

Mdxdxxfmdx )( ，

从而  
b
a

abMdxxfabm )()()( 。

性质 7：(定积分中值定理) 如果函数 f (x)在闭区间[ab]上连续，则在积分区间[a，

b]上至少存在一个点，使下式成立：  
b
a

abfdxxf ))(()(  ，

这个公式叫做积分中值公式。

证明：由性质 6，  
b
a

abMdxxfabm )()()( ，

各项除以 ba得  



b
a

Mdxxf
ab

m )(1
，

再由连续函数的介值定理 在[a，b]上至少存在一点，
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使 


b
a

dxxf
ab

f )(1)( ，

于是两端乘以 ba得中值公式：  
b
a

abfdxxf ))(()(  。

积分中值公式的几何解释：

应注意：不论 a < b还是 a > b，积分中值公式都成立。

复习思考题、作业题：

作业：用定积分的几何意义求  
1
0

)2( dxx 。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 18 周 课 次 第 21 次

章 节

名 称
5.2、微积分基本公式

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

掌握定积分的计算。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：牛顿—莱布尼茨公式。

难点：计算曲线的和 x=a，x=b，y=0 围成的面积。

教学步骤及内容：

5.2、微积分基本公式

一、积分上限函数及其导数

设函数 f (x)在区间[a，b]上连续，并且设 x为[a，b]上的一点，我们把函数

f (x)在部分区间[a，x]上的定积分 dxxfx
a

)( 称为积分上限的函数，它是区间[a，b]上的函数，

记为(x) dxxfx
a

)( ，或(x) dttfx
a

)( 。

定理 1：如果函数 f (x)在区间[a，b]上连续，则函数(x) dxxfx
a

)(

在[a，b]上具有导数，并且它的导数为(x) )()( xfdttf
dx
d x

a
  (ax<b)。

简要证明：若 x(a，b)，取x使 xx(a b)，

(xx)(x) dttfdttf x

a

xx

a
)()(  

 dttfdttfdttf x

a

xx

x

x

a
)()()(  



xfdttfxx

x
 

 )()(  ，

应用积分中值定理，有f ()x，其中在 x 与 xx之间，x0 时， x，

于是(x) )()(lim)(limlim
00

xfff
x xxx









，

若 xa，取x>0，则同理可证(x) f(a)；

若 xb，取x<0，则同理可证(x) f(b)。
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定理 2：如果函数 f(x)在区间[a，b]上连续，则函数(x) dxxfx
a

)( ，

就是 f (x)在[a，b]上的一个原函数。

定理的重要意义：一方面肯定了连续函数的原函数是存在的，

另一方面初步地揭示了积分学中的定积分与原函数之间的联系。

二、牛顿莱布尼茨公式

定理 3：如果函数 F (x)是连续函数 f(x)在区间[a，b]上的一个原函数，

则 )()()( aFbFdxxfb
a

 ，此公式称为牛顿莱布尼茨公式，也称为微积分基本公式。

这是因为 F(x)和(x) dttfx
a

)( 都是 f(x)的原函数，所以存在常数 C，

使 F(x)(x)C (C为某一常数)，

由 F(a)(a)C及(a)0，得 CF(a)，F(x)(x)F(a)，

由 F(b)(b)F(a)，得(b)F(b)F(a)，

即 )()()( aFbFdxxfb
a

 。

证明：已知函数 F(x)是连续函数 f(x) 的一个原函数，又根据定理 2，

积分上限函数(x) dttfx
a

)( ，也是 f (x)的一个原函数，于是有一常数 C，

使 F(x)(x)C (axb)，

当 xa时，有 F(a)(a)C，而(a)0，所以 CF(a)；

当 xb 时，F(b)(b)F(a)，所以(b)F(b)F(a)，

即 )()()( aFbFdxxfb
a

 。

为了方便起见，可把 F(b)F(a)记成
b
axF )( ，于是 )()()]([)( aFbFxFdxxf b

a
b

a
 。

进一步揭示了定积分与被积函数的原函数或不定积分之间的联系。

例 1、计算 
1

0
2dxx 。

解：由于 3
3
1 x 是 2x 的一个原函数，所以

3
10

3
11

3
1]

3
1[ 331

0
31

0
2  xdxx 。
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例 2、计算 




1

2
1 dx
x

。

解：
1
2

1
2

||ln1 





 xdx

x
ln 1ln 2ln 2。

例 3、计算正弦曲线 ysin x在[0，]上与 x轴所围成的平面图形的面积。

解：这图形是曲边梯形的一个特例，它的面积为


00

)cos(sin xxdxA     )0cos()cos(  (1)(1)2。

例 4、求 
2

1 3
1 dx
x

。

解：  
2

1
32

1 3
1 dxxdx
x 1

2
2
1 2 x

8
3

4
3

2
1)1

4
1(

2
1)12(

2
1 22  

。

例 5、求 dxxx
4
0

2
。

解： dxxdxxx  
4
0

2
5

4
0

2

0
4

7
2 2

7

x
0
4

7
2 2

1
3xx

0
4

7
2 3 xx

7
256128

7
2)0044(

7
2 33  。

例 6、求 
8
1 3 xx
dx

。

解： dxxdx

x
xx

dx





8
1

3
4

8
1

3
4

8
1 3

1
1
8

3 3
1


 x

1
813

3
1

x


1
8133 x


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2
3

2
13)

1
1

2
1(3)

1
1

8
1(3 33  �� 。

例 7、求 dxxx 
4

1
2 )5( 。

解： dxxx 
4

1
2 )5(  

4
1

2
1

2
5

)5( dxxx  
4

1
2
1

4
1

2
5

5 dxxdxx

1
4

3
25

1
4

7
2 2

3
2
7

xx 
1
4

3
10

1
4

7
2 2

1
2
1

3 xxxx 

1
4

3
10

1
4

7
2 3 xxxx  )1144(

3
10)1144(

7
2 33  �

3
70

7
254)18(

3
10)1128(

7
2

 � 。

例 8、求 
e dx
x
x

1 2

3)1(
。

解： 
e dx
x
x

1 2

3)1(





e dx
x

xxx
1 2

23 133
 
e dx

xx
x

1 2 )133(

 
eeee dx
x

dx
x

dxxdx
1 2111

133
1

1
1

||ln3
1

3
12

1 2 e
x

e
x

e
x

e
x 

)
1
11(|)1|ln||(ln3)1(3)1(

2
1 22 

e
eee

11)01(333
2
1

2
1 2 

e
ee

2
913

2
1 2 

e
ee 。

例 9、求 dxxex 

0

)cos3( 。

解： dxxdxedxxe xx  

000

cos3)cos3(

0
sin3

0

xex  )0sin(sin3)( 0   ee 1 e 。
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复习思考题、作业题：求 
2

1
3 dxex 。

解：
1
2

333 2
1

2
1

xxx edxedxe   9)12(3 22  。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 18 周 课 次 第 22 次

章 节

名 称
5.3、定积分的换元法和分部积分法

授 课

方 式
理论课（√ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

利用换元法和分部积分法求定积分。

教 学

方 法
讲解法、讨论法

教 学

重 点

难 点

重点：定积分的换元后积分上下限要跟着换。

难点：区分要用换元积分法还是分部积分法。

教学步骤及内容：

5 3、定积分的换元法和分部积分法

一、定积分的换元积分法

1、定理：假设函数 f (x)在区间[a，b]上连续，函数 x(t)满足条件：

(1)、()a，()b；

(2)、(t)在[，](或[，])上具有连续导数，且其值域不越出[a，b]，

则有 dtttfdxxfb
a

)()]([)( 


  。 这个公式叫做定积分的换元公式。

证明：由假设知，f (x)在区间[a，b]上是连续，因而是可积的，

f [(t)](t)在区间[， ] (或[，])上也是连续的，因而是可积的，

假设 F(x)是 f (x)的一个原函数，则 dxxfb
a

)( F(b)F(a)，

另一方面，因为{F[(t)]}F [(t)](t) f [(t)](t)，

所以 F[(t)]是 f [(t)](t)的一个原函数，

从而 dtttf )()]([ 


 F[( )]F[( )]F(b)F(a)，

因此， dtttfdxxfb
a

)()]([)( 


  。

注：应用该方法时要注意换元的同时要换限。
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例 1、计算  
a dxxa
0

22 (a>0)。

解：    2
0

sin
0

22 coscos  


tdtatadxxa taxa 令

  2
0

2
2

0
22 )2cos1(

2
cos


dttatdta 22

0

2

4
1]2sin

2
1[

2
atta 


 。

提示 tataaxa cossin22222  ，dxacos t，

当 x  0 时 t  0，当 x  a时
2


t 。

例 2、计算 xdxxsincos52
0


。

解 令 tcos x，则

xxdxdxx coscossincos 5
0

5
0

22  


6
1]

6
1[ 1

0
61

0
50

1
5cos   tdttdtttx令 。

提示：当 x0 时 t1，当
2
x 时 t0。

或 xxdxdxx coscossincos 5
0

5
0

22  


6
10cos

6
1

2
cos

6
1]cos

6
1[ 66

0
6 2 



x 。

例 3、计算 dx
x
x

 
4

0 12
2



解：  



 

 3
1

23
1

124
0

)3(
2
12

  
12

2 2
12

dtttdt
t

dx
x
x t

tx令

3
22)]3

3
1()9

3
27[(

2
1]3

3
1[

2
1 3

1
3  tt 。

提示：
2

12  tx  dxtdt；当 x0 时 t1，当 x4 时 t3。
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例 4、证明：若 f (x)在[a a]上连续，则

(1)、若 f (x)为偶函数  


aa
a

dxxfdxxf
0

)(2)( ，

(2)、若 f (x)为奇函数，则 f (x)f (x) 0。

证明：因为 dxxfdxxfdxxf a
a

a
a

)()()(
0

0
 


，

而  


aa
a

tx
a

dxxfdttfdttfdxxf
00

00 )()()(  )( 令 

所以若 f (x)为偶函数，则  


aaa
a

dxxfdxxfdxxf
00

)()()(

 


aa
a

a dxxfdxxfdxxfxf
00

)(2)(2)]()([ 。

若 f (x)为奇函数，则 f (x)f (x) 0，

从而 0)]()([)(
0

 
aa

a
dxxfxfdxxf 。

例 5、若 f (x)在[0，1]上连续，证明：

(1)、   2
0

2
0

)(cos)(sin


dxxfdxxf ；

(2)、  
 
00

)(sin
2
 )(sin dxxfdxxxf 。

证明：(1)、令 tx 
2
 ，则 dttfdxxf )]

2
[sin()(sin 0

2
2

0
 






  2
0

2
0 )(cos)]

2
[sin(

  dxxfdttf ；

(2)、令 xt，则   0
0 )][sin()()(sin


  dttftdxxxf

    00 )(sin)()][sin()( dttftdttft

   00 )(sin)(sin dtttfdttf

   00 )(sin)(sin dxxxfdxxf ，

所以  
 
00

)(sin
2
 )(sin dxxfdxxxf 。
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例 6、求解：  4
0

2cos2


xdx。

解：   4
0

4
0

22cos2cos2


xxdxdx

 2
0

cos


tdt 10sin
2

sin
0
2sin 


t 。

例 7、求解： dx
x 

0
1 23

1
。

解： dx
x
xdx

x   





0
1

0
1 23

)23(
2
1

23
1

)23(
23

1
2
1 0

1
xd

x



  dt

t
3

1
1

2
1

2
ln3ln1)(ln3

2
1

1
3

ln
2
1

 t 。

例 8、求解： 
2
0

2
2 dxxex 。

解：  
2
0

22
0

22
)(2 dxexdxxe xx


2
0

22
dxex 

4
0
dtet

0
4te 1404  eee 。

二、分部积分法

设函数 u(x)、v(x)在区间[a，b]上具有连续导数 u(x)、v(x)，

由(uv)uv u v得 u vu vuv，式两端在区间[a b]上积分得：

vdxuuvdxvu b
a

b
a

b
a

  ][  或 vduuvudv b
a

b
a

b
a   ][ ，

这就是定积分的分部积分公式。

分部积分过程： vdxuuvvduuvudvdxvu b
a

b
a

b
a

b
a

b
a

b
a

  ][][ 。



110

例 1、计算 
1
0

dxe x
。

解：令 tx  ，则  
1
0

1
0

2 tdtedxe tx 
1
0

2 ttde


1
0

1 
0 2 ][2 dtete tt 2 ][22 1 

0  tee 。

例 2、计算 
1
0

dxxex 。

解： 
1
0

dxxex xdex x 
1
0

)(  
1
00

1
dxexxe xx  

1
00

1
dxexxe xx


1
0

01 )01( dxeee x 1)(
0
1 0111  eeeee x

。

例 3、计算 dxex x
1
0

2
。

解：  
1
0

21
0

2 )( dxexdxex xx  
1
0

22 )(
0
1

dxexex xx


1
0

0212 2)01( dxxeee x  
1
0

)(2 dxexe x ])(
0
1

[2 1
0  dxexxee xx

])01[(2 1
0

01  dxeeee x

 
1
0

1
0

2][2 dxeedxeee xx )2(
0
1

2 01 eeeee x 

222  eee 。

例 4、计算 
e xdxx

1
ln 。

解：  
ee xdxxdxx

1
2

1
ln)(

2
1ln  

e dxxx
e
xx

1
22 )(ln

2
1

1
ln

2
1


e dx

x
xee

1
222 1

2
1)1ln1ln(

2
1


e xdxe

1

2

2
1

2 12
1

2
1

2
2

2 e
xe


4
1

4
)1(

4
1

2

2
22

2


eee
。
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例 5、计算 
e xdxx

1
2 ln 。

解：  
ee xdxxxdxx

1
3

1
2 ln)(

3
1ln

])(ln
1

ln[
3
1

1
33  

e dxxx
e
xx


e dx

x
x

e
xx

1
33 1

3
1

1
ln

3
1


e dxx

e
xx

1
23

3
1

1
ln

3
1

13
1

3
1)1ln1ln(

3
1 333 e

xee 

9
12

9
1

9
2

9
1

93
)1(

9
1

3

3333
33

3 


eeeeee
。



例 6、求  2
0

sin


xdxx 。

解：   2
0

2
0

)(cossin


dxxxxdxx ]cos)(
0
2cos[ 2

0 


xdxxxx

]cos)(
0
2cos 2

0 


xdxxxx

 2
0

cos)0cos0
2

cos
2

(
 xdx

101sin0
2

sin
0
2sin)00( 


x 。



112

作业：  
3
0

242 )sin(2
2

dxxxxex x
。

解：  
3
0

242 )sin(2
2

dxxxxex x

 
3
0

2422 )sin()(
2

dxxxxex x

 
3
0

2242 )sin(
2

dxxxxex

 
9
0

2 )sin( duuuueu

0
9

cos
0
9

3
1

0
9

2
1

0
9 32 uuueu 

cos0)9(cos)09(
3
1)09(

2
1)( 332209  ee

19cos243
2
1819  e

9cos
2

5679  e 。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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