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授课时间 第 3 周 课 次 第 1-2 次

章 节

名 称

第一章 向量与坐标

§1.1 向量的概念

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1.理解向量的概念

2.掌握单位向量、零向量、自由向量、相等向量、反向量等特殊向量。

3、能判别共线向量，共面向量

思政育人

目标
培养学生的文化自信与学科信仰

教 学

方 法
讲授法

教 学

重 点

难 点

重点：相等向量、共面向量、共线向量

难点：共面向量

日常生活与自然科学中存在着两种量：向量与数量．向量并不陌生，在初中物理中

我们就接触过它，位移、力、速度等就是向量，他们既有大小，又有方向．而长度、面

积、体积等量，它们只有大小，是数量，又称标量．

定义1.1.1 既有大小又有方向的量叫向量，或称矢量，简称矢．

一般两向量不能比较大小.

向量的几何表示：有向线段.用 ,,, xaAB 或用黑体字母a,b,x,…来记向量．

向量的始点与终点：有向线段的始点与终点．

向量的大小：向量的模．记为 ,, aAB

向量的方向：有向线段的方向．

B

A a b

模等于1，模等于0的向量是特殊向量：单位向量与零向量．

向量 a 的单位向量 0a ：与同方向的单位向量．（此指非零向量的单位向量）
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用有向线段表示向量，与线段一样，向量亦有平行关系，相等关系．（简介正交关

系）

两向量 a ,b平行： a ,b所在的直线相互平行,记做 a ∥b．

定义1.1.2 如果两个向量的模相等且方向相同，那么叫相等向量，所有的零向量都

相等．向量 a 与 b相等，记做 a =b．

两向量是否相等与始点无关，只与模和方向有关．始点位置任意，模和方向确定的

向量叫自由向量．

定义 1.1.3 两个模相等方向相反的向量叫互为反向量； a 的反向量记做－ a ．

显然，向量 AB与 BA互为反向量，即 AB＝－ BA．

若将彼此平行的一组向量归结到共同的始点,这组向量一定在同一直线上；若把平

行于同一平面的一组向量归结到同一始点,这组向量一定在同一个平面上．

定义 1.1.4 平行于同一直线的一组向量叫做共线向量．

零向量与任何共线的向量组共线．

定义 1.1.5 平行于同一平面的一组向量叫做共面向量．

易知，一组共线向量一定是共面向量；任意两向量必共面；三向量中若有两向

量共线,则三向量共面．

复习思考题、作业题：

P3-4

下次课预习要点

向量加法的两个法则

教 学

后 记

通过实例引入、新课讲授、概念辨析、课堂练习等环节，使学生逐步理解向量的概念和表示方法。在教学过程

中，注重培养学生的观察、类比、归纳、抽象的思维能力，以及自主学习和合作学习能力。同时，通过例题和

练习巩固所学知识，提高学生的解题能力。在课后作业中，引导学生思考向量在实际生活中的应用，提高学生

的综合素质。
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授课时间 第 4 周 课 次 第 1-2 次

章 节

名 称

§1.2 向量的加法

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1.掌握向量加法与减法的概念

2.理解向量加法的运算规律

3.能利用向量法证明简单的几何问题

思政育人

目标
培养学生的哲学思维与建模思想

教 学

方 法
讲授法

教 学

重 点

难 点

重点：向量加法的三角形法则

难点：几何运用

一． 向量的加法

1．实例

作用于同一点不共线两力OA，OB的合力（平行四边形法则）

两个位移OA， AB的合成 （三角形法则）

二者关系：在自由向量的意义下,两向量合成的平行四边形法则可归结为三角形法

则 ．

2，加法的概念

1）定义

设 a ，b以空间一点 O 为始点作OA= a ，AB =b，则折线 OAB 中OB = c叫

作 a 与b的和，记作 c＝ a ＋b．

即 OA+ AB =OB （三角形法则）

2）定理

定理 1.2.1 平行四边形法则

以 OA ,OB为邻边组成平行四边形 OACB，则对角线向量OC =OA+OB ,易知

共线两向量 a ，b的和且 a + 0 = a , a +(－ a )= 0

2．加法的运算律

二． 向量的减法

1．减法定义（加法的逆运算）
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当 b+ c ＝ a 时，称 c 为 a 与b的差，记为 c＝ a －b .

2．向量减法作图法：

三角形法则（由向量加法三角形法则而来）

自空间一点 O 作OA＝ a ，OB＝b，

则 BA＝ a －b .

三、向量加减法的关系

任意两向量 a ,b ,有

bababa 

推广 naaa   21n21 a aa 

四． 例题

例 1. 设互不共线的三向量 a ,b , c 试证明顺次将它们的终点与始点于终点相连而

成一个三角形的 充要条件是他们的和是零向量.

例 2. 用向量方法证明:对角线互相平分的四边形是平行四边.

复习思考题、作业题：

用作图法求两个向量的加法与减法。

下次课预习要点

单位向量的表示形式

教 学

后 记
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授课时间 第 5 周 课 次 第 1 次

章 节

名 称
§1.3 数量乘向量

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1.掌握数乘运算的概念

2.理解数乘运算的运算规律

3.会运用数乘运算证明几何问题

教 学

方 法
讲练结合法

教 学

重 点

难 点

重点：数乘运算的运算规律

难点：单位向量的表示形式

一、向量的数乘运算

定义 1. 3.1 实数与向量 a 的乘积是一个向量,记做 a ,它的模是 aa   ； a 的

方向，当 0 时与 a 相同，当 0 时与 a 的方向相反.这种运算叫做数量与向量的乘法,

简称为数乘.

可见: 当 0 或 a =0 时, aa   =0, a =0; 当 1 时, a 就是 a 的反向

量.

向量 a 和它的单位向量 0a 存在着如下关系:

0aaa  ,或
a

aa 0 (一个非零向量乘以它的模的倒数得一个与之同方向的单

位向量).
二、运算规律

定理 1.3.1 数量与向量的乘法满足下面的运算规律:

1) 1· a = a ；

2) 结合律 aa )()(   ；

3) 第一分配律 aaa   )( ；

4) 第二分配律 baba   )( 。 （其中 ， 为任意实数）

从向量的加法与数乘向量的运算规律可可看出,向量也可以象实数及多项式那
样去运算.

例 1.设 AM 是△ABC 的中线,求证 )(
2
1 ACABAM  .
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练习 P13-1、6、7

复习思考题、作业题：

P14-11、12

下次课预习要点

向量的线性运算

教 学

后 记
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授课时间 第 5 周 课 次 第 2 次

章 节

名 称

§1.4 向量的线性关系与向量的分解

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1.掌握共线向量、共面向量的线性表示

2.学会如何将有关的几何图形看成特定的向量集合

教 学

方 法
讲授法

教 学

重 点

难 点

重点：运用向量的线性运算把几何图形中特定向量之间的关系表示出来

难点：向量的线性表示法及向量在直角标架下的分解

一．线性组合

1. 定义

由向量 naaa ,,, 21  与数 n ,,, 21  组成的向量 nn aaaa   2211 叫做

naaa ,,, 21  的线性组合.(或称线性表示,可分解为 naaa ,,, 21  的线性组合)

2. 概念应用:相关的判别条件

(1) 若 0e ,则 r与 e共线 exr  , x唯一.( e ,直线上向量基底)

证 显然;

 r与 e共线,取
e

x
x  ,同向

e

x
x  ,反向;唯一性易证.

(2) 若 ,1e 2e 不共线,则 r与 ,1e 2e 共面 yxeyexr ,,21  唯一确定. ( ,1e 2e 平面上

向量的基底)
证

























.//,//

,0

.,0

,

2211

21

21

21

eeyeex

eyexrxy

eerxy

eyexr

而

共面，与形法则，，由矢量加法平行四边

共线，从而共面或与











rOPeOEeOEeer

xyeyexreer

，，到共同始点，且设都不共线，把它们归结，与若

或共线，则或与若

221121

2121 )0(0,)(
作

出 A，B 点，…. 即得.

唯一性.（同一法（反证））
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(3)若 ,1e 2e , 3e 不共面，则空间任一向量 r： r = 321 ezeyex  ， x , y , z唯一确定.

例题 1、2.
二．线性相关与线性无关.

1.定义

n个向量 naaa ,,, 21  线性相关（无关）

2.有关结论

(1) naaa ,,, 21  ( n≥2)线性相关其中有一个向量是其余向量的线性组合.

(2)若一组向量中一部分向量线性相关,则这组向量线性相关.

( )(,,,,, 21 rsaaaa rs  )

可见:一组向量中若有0 ,则必线性相关.

(3)判别条件(根据线性相关的概念)

a. a与b共线 a与b线性相关.

证  a与b共线, 0b ,则 ba  相关; 0b 显然相关.

 a与b线性相关, 0 ba  ,不妨设 0 , ba



 ( 0,0  bb )

b. a ,b , c共面 a ,b , c线性相关.

c. 空间任何四向量总是线性相关的.

证 设空间四向量 a ,b , c , d ,若 a ,b , c共面,则 a , b , c线性相关,从而四向量线性相

关;若 a ,b , c不共面,则 cbad   ,线性相关.

思考:三个以上的向量是否总是线性相关的?

例 3. 设 ii rOP  )3,2,1( i ,试证 321 ,, PPP 三点共线的充要条件是存在不全为零的实数

321 ,,  使得 0332211  rrr  ,且

0321   .

证 设 321 ,, PPP 三点共线,那么 31PP , 32PP 两向量共线,

因两向量 31PP 与 32PP 线性相关,存在不全为 0 的数 nm, ,使

03231  PPnPPm .即 0)()( 2313  rrnrrm ,

例 4．已知 ,1e 2e , 3e 不共面，问 321 2 eeea  ， 321 32 eeeb  ， 32 3eec  是
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否共面.

(设有三实数 nml ,, ，s.t. 0 cnbmal ,

即 0)33()2()2( 321  enmlenmleml ，…)

复习思考题、作业题：

P23-6（2）,8

下次课预习要点

向量的坐标表示

教 学

后 记
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授课时间 第 6 周 课 次 第 1 次

章 节

名 称

§1.5 标架与坐标

授 课

方 式

理论课（ ）、实践课（ ）、习题题（ √ ）、其它

（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1. 将全体向量或点的集合与全体有序实数 X，Y，Z 的集合进行一一对应

2.会用坐标进行向量运算

教 学

方 法
讲授法

教 学

重 点

难 点

重点： 用坐标进行向量的运算

难点：向量的运算与向量坐标的关系。

思政元素：介绍数学家笛卡尔的故事，他是解析几何的奠基人之一，他提出了坐标

几何的概念，将几何问题转化为代数问题。（激发学生学习数学的兴趣及科学探索的热

情）。

一、标架

取定空间点 O，引入三不共面向量 )3,2,1(  ieOE ii ，则由定理 1.4.3 知空间任

一向量 r都可分解成 321 ,, eee 的线性组合： 321 ezeyexr  ( zyx ,, 是确定实数).

空间一点 O 及三个不共面的有序向量 321 ,, eee 叫空间的一个标架（仿射标架），记

为 321 ,,; eeeO .

Descartes 标架: 321 ,, eee 为单位向量.

Descartes直角标架: 321 ,, eee 为单位向量，且两两垂直.

左旋标架、右旋标架： 321 ,, eee 间的相互关系和左（右）手的拇指、食指、中指相同.

一.坐标

向量的坐标(分量) r关于标架  321 ,,; eeeO , 321 ezeyexr  ,系数 zyx ,, 称为 r关于

此标架的坐标或分量, 记为  zyxr ,, .

(1) 标架 321 ,,; eeeO 下,  zyxr ,,  321 ezeyexr  .

(2) 不管 r始点是否在点 O,特别地把向量OP称为点 P 的径矢.
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若标架 321 ,,; eeeO 下, 点 P 对应的的径矢  zyxOP ,, ,则点 P 关于此标架的坐标为

,,, zyx 记为 ),,( zyxP .

二.空间坐标系

1.空间坐标系取定标架  321 ,,; eeeO 后,空间向量集(点集)与有序数组 ,,, zyx 集一一对

应,这种关系称为空间向量(点)的一个坐标系.

表示法：常用标架 321 ,,; eeeO 表示，O 叫坐标原点， 321 ,, eee 叫坐标向量.

几种坐标系:右旋(右手)坐标系、左旋(左手)坐标系、仿射坐标系、笛卡儿坐标系、
直角坐标系.

特别约定:以后用直角坐标系时,坐标向量用 kji , 表示,即 kjiO ,,; .

坐标轴表示 xyzo  ,点 O叫空间坐标系的原点,三条坐标轴 Ox,oy,Oz依次叫做 x轴,y

轴,z 轴.

3.卦限

三个坐标平面分空间为八个区域,每一个区域都叫卦限,卦限不包括坐标平面.

(1)卦限的排列顺序

八个区域按顺序排列,Ⅰ,Ⅱ,…,Ⅷ,依次第Ⅰ卦限,第二Ⅱ卦限,…,第八卦限Ⅷ.

(2)卦限内点的坐标如下表.

四.向量运算的坐标表示

1.向量的坐标

若  1212122122221111 ,,),,,(),,,( zzyyxxPPzyxPzyxP 则 .

2.向量的线性运算

       111212121222111 ,,,,,,,,,, ZYXaZZYYXXbaZYXbZYXa   则

3.向量的共线、共面

(1)两非零向量    222111 ,,,,, ZYXbZYXa  共线的充要条件是对应分量成例 ,即

2

1

2

1

2

1

Z
Z

Y
Y

X
X



三个点 ),,( 111 zyxA ),,(, 222 zyxB , ),,( 333 zyxC 共线的充要条件是

Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ Ⅶ Ⅷ

x ＋ － － ＋ ＋ － － ＋

y ＋ ＋ － － ＋ ＋ － －

z ＋ ＋ ＋ ＋ － － － －

卦
限坐

标
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13

12

13

12

13

12

zz
zz

yy
yy

xx
xx












(2) 三非零向量 cba ,, 共面

   222111 ,,,,, ZYXbZYXa  ,  333 ,, ZYXc  共面的充要条件是

0

333

222

111


ZYX
ZYX
ZYX

四个点 )4,3,2,1)(,,( izyxA iiii 共面的充要条件是

1
1
1
1

0

444

333

222

111

141414

131313

212121

zyx
zyx
zyx
zyx

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

或




=0

4. 线段的定比分点

(1)对 212121 :),( PPPPPPPPP  若点 则称点 P 分 21PP 成定比λ的分点.分点 P 由λ

唯一确定; λ>0,内分; λ<0(λ≠-1),外分;

(2) 若 ),,,(),,,( 22221111 zyxPzyxP 则分 21PP 成定比λ的分点的坐标为






















1

,
1

,
1

212121 zzxyyyxxx

中点坐标
2

,
2

,
2

212121 zzzyyyxxx 








例 已知三角形三顶点 )3,2,1)(,,( izyxP iiii ,求△P1 P2 P3的重心坐标.

练习：P32-3，8

复习思考题、作业题：

P32-10

下次课预习要点

向量在轴上的射影的要素。

教 学

后 记
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授课时间 第 6 周 课 次 第 2 次

章 节

名 称

§1.6 向量在轴上的射影

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1.将空间向量的运算转化成线的向量的运算

2.会求向量的射影

教 学

方 法
讲授法

教 学

重 点

难 点

重点：利用向量间角度的关系将射影向量转化为射影

难点：射影向量与射影的区别

一.射影的定义

1. 点 A 在轴 L 上的射影

空间一点 A 与一轴 l ,过 A 作垂直于轴 l的平面α,平面与轴 l的交点 A叫点 A在轴 l
上的射影.

2. 向量在轴上的射影

向量 AB的始点 A 和终点 B 在轴 l上的射影分别为 A , B ,那么向量 BA  叫作向量

AB在轴 l上的射影向量. 射影向量 l AB = BA  = ex .( e是与轴同方向的单位向量), x叫

做向量 AB在轴 l上的射影, 射影 l AB = x .

射影向量 e AB =(射影 e AB )e

二.射影的计算

1.两非零向量的夹角

a ,b是两个非零向量,自空间任意点 O 作OA= a ,OB =b ,由射线 OA 和 OB 构成的

角度在 0 到 之间，叫向量 a 与b的夹角,记做∠( a ,b ).

若 a ,b同向则∠( a ,b )=0;反向∠( a ,b )= ; a 不平行于b则 0<∠( a ,b )< .
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2.向量 AB在轴 l上的射影等于向量的模乘以轴与该向量的夹角的余弦

射影 l AB = AB cos ,  =∠( l , AB ).

证 当 =
2

时,结论成立.  ≠

2

时,过 A,B 二点分别作垂直于 l轴的平面α,β它

们与轴的交点分别是 A , B ,那么 BA  =射影向量 l AB .作 ABBA  1 ,终点 B1在β平面上

(图 1).因β⊥ l ,则 B1B⊥ l ,△ 1BBA  为直角三角形,且

∠( l , BA  )=∠( l , AB )= ,设 e为 l上与 l同方向的单位向量,那么 BA  = ex .

所以 射影 l AB = x

当 0  <
2

时, BA  与 e同向,  coscos ABBABAx 

当
2
 <  时, BA  与 e反向,  cos)cos( ABBABAx 

从而当 0   时,总有 射影 l AB = AB cos

可见相等的向量在同一轴上的射影相等,互反向量在同一轴上的射影互为相反数,
同一向量在两方向相同的轴上的射影相等.
三．射影的性质

1. 射影 l ( a +b )=射影 l a +射影 l b

2. 射影 l (λ a )=λ射影 l a

证 1. 取 AB = a , bBC  ,(图 2)则 baAC  ,设 A , B ,C 分别是A,B,C在轴 l上的射

影,则显然有 CA  = BA  + CB  .

因 CA  =射影 l AC , BA  =射影 l AB , CB  =射影 l BC

所以 射影 l AC =射影 l AB +射影 l BC

(射影 l AC ) e =(射影 l AB ) e +(射影 l BC ) e ( e是轴 l上与轴 l同方向的单位)

所以 射影 l ( a +b )=射影 l a +射影 l b
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图 1 图 2

3. 如果λ=0 或 a = 0 ,命题成立.设λ≠0, a ≠ 0 ,且 =∠( l , a )则当λ>0 时,有 ∠

( l ,λ a )=∠( l , a )=

射影 l (λ a )=   coscos aa λ射影 l a

当λ<0 时,有∠( l ,λ a )= -∠( l , a )= -

射影 l (λ a )=   cos)cos( aa λ射影 l a .

例 设在直角坐标系 kjiO ,,; 下,向量 a = kZJYiX  ,试证明:

射影 i a =X, 射影 j b =Y, 射影 k c =Z.

证 设径矢 aOP  ,那么 a 在坐标轴上的射影即为OP在坐标轴上的射影.设点 P 在 x

轴,y 轴,z 轴上的射影分别为 A,B,C,那么

射影 i a =OA=X i ,

射影 j b =OB =Y j ,

射影 k c =OC =Z k

由向量在轴上的射影定义得

射影 i a =X, 射影 j b =Y, 射影 k c =Z.

复习思考题、作业题：

P37-1

下次课预习要点

向量的数量积的定义，结果是向量还是数量？

教 学

后 记
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授课时间 第 7 周 课 次 第 1-2 次

章 节

名 称
§1.7 两向量的数量积

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1. 理解数量积概念及其几何意义,
2.掌握数量积的运算规律,
3.在笛卡儿直角标架中的表示法

教 学

方 法
讲练结合法

教 学

重 点

难 点

重点：用向量的分量表示数量积

难点：在直角坐标下讨论向量的方向余弦、交角问题

一.数量积概念

1.物理实例

2.数量积定义

向量 a ,b的模和它们夹角的余弦的乘积叫做向量 a 和b的数量积(内积),记做

a ·b或 ba , 即 a ·b = a · b ),(cos ba .

注： 0 baba

证 由定义易知. 若 a , b均不为 0 时, 则有 ),(cos ba =0,从而 ba  ;若

a ,b中有零向量,由于零向量的方向不定,可以把它看成与任意向量垂直, 所以 ba  ,得

证.
二.运算规律

1) 交换律 a ·b =b · a

2) 关于数因子的结合律 (λ a )·b=λ( a ·b )= a ·(λb )

3) 分配律 ( a +b )· c = a · c +b · c

推论: )()()( cbcacba  

由上可知,向量数量积的运算可以象多项式的乘法那样进展开
例 1 证明平行四边形对角线的平方和等于它各边的平方和.

证 如图,在平行四边形 OACB 中,设两边为 OBaOA , =b ,

对角线 ,, nBAmOC  那么m = a +b , n = a -b ,
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于是 )(2
2222
banm  即 )(2

2222
banm  .

例 3 三角形的三条高交于一点.

证 设三角形 ABC 的 BC,CA 两条边上的高交于 P 点,再设

,aPA  ,bPB  cPC  ,则 abAB  , ,bcBC  caCA 

因 ,BCPA  所以 )( bca  =0,即 ca = ba ;又因为 CAPB  ,

所以 ,0)(  cab ;cbba  从而 cbca  即 ,0)(  abc 所以 ABPC  .如此证明了点 P

在三角形 ABC 的第三条边 AB 的高线上,命题得证.

4)课堂练习·判断下列关系式是否成立.( cba ,, 为两两不共线的向量)

①
222)( baba  ② babaa

2
)( 

③ 若 bcac  ,则 ba  .

二、内积的坐标表示

1.内积的表示(在直角坐标系 kjiO ,,; 下,用向量的分量表示数量积.)

设 kZjYiXa 111  , kZjYiXb 222  ,那么 212121 ZZYYXXba 

推论 设 kZjYiXa 111  ,那么 Xia  , Yja  , Zka  .

2.两点距离与方向余弦

(1) 设 kZjYiXa 111  ,那么 2222
ZYXaa  ;空间两点 ),,( 1111 zyxP ,

),,( 2222 zyxP 的距离是 2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxd  .

(2)向量与坐标轴(或坐标向量)所成的角叫做向量的方向角,方向角的余弦叫做向量的

方向余弦.一个向量的方向完全可由它的方向角确定,向量的方向余弦也可用向量的分量

来表示.

①非零向量 kZjYiXa 111  的方向余弦是

222
cos

ZYX

X

a

X


 ,

222
cos

ZYX

Y

a

Y


 ,

222
cos

ZYX

Z
a
Z




且有 1coscoscos 222   ,其中  ,, 分别为向量 a与 x 轴,y 轴,z 轴的交角,

即向量的三个方向角.

推论 向量  ,,, 111 ZYXa  222 ,, ZYXb 相互垂直  0212121  ZZYYXX

③ 在平面直角坐标系下,平面的向量也有完全类似的结论.
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设 jYiXa 11  , jYiXb 22  ,那么 2121 YYXXba  , Xia  , Yja 

222
YXaa  ;平面两点 ),( 111 yxP , ),( 222 yxP 的距离是 ),,( 2222 zyxP 的距离是

2
12

2
12 )()( yyxxd  .向量 a的方向余弦 ,cos cos 可以表示为:

,cos
2

1
2

1

11

YX

X

a

X




2
1

2
1

11cos
YX

Y

a

Y


 , 且 1coscos 22   .

④在平面的情形,还可以单独用从 i 到 a的有向角( 35P 脚注)来决定向量 a的方向 .设

∠( i , a )= ,那么 cos = cos , cos = ),(cos aj

= ),(cos aj = )
2

cos()),(),(cos( 
 aiij = sin .

因此,平面上的向量 a可写成 )sincos(  jiaa 

向量 a与b的交角的余弦为 ),(cos ba =
2

2
2

2
2

1
2

1

2121

YXYX

YYXX



 .

向量 a与b垂直的充要条件为 02121  YYXX .

例 1 已知三点 A(1,0,0),B(3,1,1),C(2,0,0),且 ,aBC  ,bCA  ,cAB  求:

(1) a与b的夹角, (2) a在 c上的射影.

复习思考题、作业题：

P46-1（2）2

下次课预习要点

向量积与数量积的区别

教 学

后 记
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授课时间 第 8 周 课 次 第 1-2 次

章 节

名 称

§1.8 两向量的向量积

习题课

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1.了解向量积的定义

2.理解向量积的运算规律及应用

教 学

方 法
讲练结合法

教 学

重 点

难 点

重点：向量积的运算规律及应用

难点：向量积运算规律的证明

教学步骤及内容：

一.向量积的概念

1. 定义

物理中的力矩是一个向量,它实际是两向量的向量积的运算

果.如果力 f 的作用点是 A, OA r ,那么力矩 frm  .其大小为

),(sin frfr  .

两向量 a与b的向量积(外积)是一个向量,记做 ba (  ba ),它

的模是 ba ),(sin baba  方向与 a和b都垂直,并且按 a ,b , a×b

这个顺序构成右手标架.

考察以 a ,b为边的平行四边形的面积可知:

2. 两不共向量 a与b的向量积的模,等于以 a与b为边构成的平行

四边形的面积.

3. 两向量 a与b共线的充要条件是 ba =0 .

二.运算规律

1. 反交换律性 ba =－（ ab ）

2. 数乘因子的结合律 )()()( bababa  

3. 分配律 cbcacba  )(

a×b
b

a
O
b×a
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推论 1 ))(()()( baba  

推论 2 cbacbac  )(

证 3.分配律.如果 a ,b , c中至少有一个零向量,或 a ,b , c为一组共线向量,则显然成

立.下证不是在这种情况.

设 0c 为 c的单位向量 ,先证明 000)( cbcacba  成立.用作图法作出向量

0ca .通过向量 a与 0c 的公共始点 O 作平面 垂直于 0c (如图 1),自向量 a的终点 A 引

1AA , 1A 为垂足,由此得向量 a在平面 上的射影向量 1OA ,再将 1OA 在平面 上绕 O

点依顺时针方向(自 0c 的终点看平面)旋转 90 ,得 2OA ,那么 2OA = 0ca .

设 OA a , OB b那么 OB ba  ,并设 1OA , ,11BA 1OB 分别为 OBABOA ,, 在垂直于

0c 的平面 上的射影向量(图2),再将 1OA , ,11BA 1OB 在平面 内分别绕点O依顺时针方向

(自 0c 的终点看平面)旋转 90 ,得 2OA , ,22BA 2OB 依上述作图法可知,

2OA = 0ca , 0
22 cbBA  , 02 )( cbaOB  ,又 2OB = 222 BAOA  所以有

000)( cbcacba  .两边同乘 c , 000)( ccbccaccba  所以有

cbacbac  )( .

图 1 图 2

向量的向量积可以象多项式的乘法那样进行展开,只不过要注意反交换律.
三.向量积的坐标表示

如果 ,, 222111 kZjYiXbkZjYiXa  那么

222

111

ZYX
ZYX
kji

ba 

k
YX
YX

j
XZ
XZ

i
ZY
ZY

ba
22

11

22

11

22

11 
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例 3 已知空间三点 ),5,2,3(),5,1,2(),3,2,1(  CBA 试求(1)ΔABC 的面积;

(2) ΔABC 的 AB 边上的高.

成相应的练习题

二、评讲习题

   
   

2 2 2

2 2 2

2 2 2

0

1. 1 2 1,2,1 2{0,1,1} 1,2,1 {0,2,2} { 1,4,3}

(2) 1,2,1 {0,1,1} 1,1,0

( 1 +1 +0 = 2

3 = 1 0+2 1+1 1=3

= ( 1 +2 +1 = 6

b = 0 +1 +1 = 2

3 3cos ( , )
26 2b

( , ) 30

(4)

a b

a b

a b

a b

a

a ba b
a

a b

a b

        

     

  

   



   

 



 

 

 

 






    

 

 

（ ）

）

（ ）

）

2 2 2

2 1 1 1 1 2
= 1 2 1 {1,1, 1}

1 1 0 1 0 1
0 1 1

= 1 +1 + -1 = 3

b sin ( , )

5 b

c,

{1,1, 1} 3 3 3c= = =
3 3 33

i j k
i j k i j k

a b

S a a b

a b a a b

a b
a b

 
        



 

   

        
   



  
     

 

   

     




 
 

（ ）

（此题也可以用公式 求得）

（ ） 且

设单位向量为 则

， ，

 
2 2

2 2

2. 0

3 2 ( 17 )

3 (51 ) 17
23 (51 ) cos 17
3

17 680
0

40

p q p q

p q a b a b

a ab b

a a b b



 

  





  

  

   

   

 

 

   


     
 

  

  
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 

 

3. ( )=0

,

( )

0

a d b c a d b c

a b c d a c b d

a d b c

a b a c d b d c

c d b d d b d c

c d b d b d c d

     

     

   

       

       

       



        

       

   

       

       

       



与 共线

结论得证。

复习思考题、作业题：

P52-2（1）（2）

下次课预习要点

混合积的概念及几何意义

教 学

后 记
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授课时间 第 9 周 课 次 第 1-2 次

章 节

名 称
第二章 轨迹与方程

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1正确理解空间曲面与曲面方程的意义

2了解空间曲线的一般方程

教 学

方 法
讲授法

教 学

重 点

难 点

重点：据已知条件建立空间曲面方程与曲线方程

难点：几何条件转化为向量

教学步骤及内容：

思政元素：从“动”与“静”的辩证思维角度出发，结合数学科学的发展史，引导学生树立正

确的世界观、人生观。

一.曲面的一般方程：

1. 空间中建立直角坐标系，把曲面（作为点的轨迹）上的点的特征性质，用点的坐

标 yx, 与 z之间的关系式来表达，一般用方程

0),,( zyxF （1）

或者 ),( yxfz  （2）

来表达.

2. 定义 2.2.1 如果一个方程(1)或(2)与一个曲面

 有着关系: a. 满足方程(1)或者(2)的 ),,( zyx 是曲面 上的点的坐标; b. 曲面

上任何一点的坐标 ),,( zyx 满足方程(1)或(2),那么方程(1)或(2)就叫做曲面 的方程,而

曲面 就叫做方程(1)或(2)的图形.

例 1 求连结两点 )3,2,1(A 和 )4,1,2( B 的线段的垂直平分面的方程.

例 2 求坐标面 xoz和 yoz所成二面角的平分面方程.

3.球面方程的特征
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球面方程: 2222 )()()( rczbyax  .

二、曲线的一般方程

空间曲线,通常视为两个曲面的交线,设两曲面 0),,(1 zyxF , 0),,(2 zyxF

交于曲线 L.

L 上的 ),,( zyx 点满足







0),,(
0),,(

2

1

zyxF
zyxF

,上述方程叫曲线 L的一般方程.

例 1、写出 z轴的方程。

解：







0
0

y
x

或







0
0

yx
yx

例 2、求在 xOy 坐标平面上，半径等于 R，圆心为原点的圆的方程。

练习：P92-1，2（1）（2）

复习思考题、作业题：

P92-7，8

下次课预习要点

平面的一般方程

教 学

后 记
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授课时间 第 10 周 课 次 第 1 -2 次

章 节

名 称

§3.1 平面的方程

§3.2 平面与点的相关位置

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1. 深刻理解并掌握平面和三元一次方程之间的相互关系

2. 掌握平面的各种形式的方程,

3.熟记点到平面的距离公式

4.了解离差的概念

5.了解平面划分空间问题

教 学

方 法
讲练结合法

教 学

重 点

难 点

重点：平面的点位式方程

难点：各种形式方程的区分

一.平面的点位式方程

1.平面 的方位向量:与 平行且不共线的任意两向量.

2.平面 的点位式方程:

①任一向量可由通过它的一点即方位向量确定.

②设平面 过点 ),,( 0000 zyxM ,一对方位向量  111 ,, ZYXa  ,  222 ,, ZYXb 

设点 ),,( zyxM 为平面 上任一点, 00 rOM  , rOM  根据 MM 0 , a , b共面而 a , b不

共线,有 MM 0 = ba   ,即 barr   0 故

barr   0 (3.1-1)

这就是平面 的向量式的参数方程,（λ,μ为

参数)。

平面 的坐标式的参数方程



















210

210

210

zzzz
yyyy
xxxx

（3.1-2）

将(1)式两边与 ba 作数性积得



26

0),,( 0  barr （3.1-3）

从（3.1-20）消去参数 u ,v 得

0

222

111

000




ZYX
ZYX
zzyyxx

（3.1-4）

(3.1-1) (3.1-2) (3.1-3) (3.1-4)都叫做平面 的点位式方程

例 1、已 知 不 共 线 三 点 ),,( 1111 zyxM ，

),,( 2222 zyxM ， ),,( 3333 zyxM 求通过这三

点的平面方程。

③平面的三点式方程与截距式方程

(1)平面的三点式方程

平面 过不共线三点 )3,2,1)(,,( izyxM iiii ,有平面 的向量式参数方程

)()( 13121 rrrrrr   其中 ii OMrOMr  , .

(2)平面的截距式方程

平面 与三坐标轴的交点

),0,0(),0,,0(),0,0,( 321 cMbMaM ,其中 0abc

1
c
z

b
y

a
x

二.平面的一般方程

1.空间中平面的基本定理（定理 3.1.1）

①空间中任一平面可由点位确定,将其方程展开

0 DCzByAx ),,( 不全为零CBA （3.1-10）

即空间的任一平面是关于 x,y,z 的三元一次方程.

②任一关于关于 x,y,z 的三元一次方程 0 DCzByAx ,不妨 0A 设可变为

0)( 22  ACzABy
A
DxA
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即 0
0

0 






AC
AB

zy
A
Dx

它表示了一个平面由点 )0,0,(0 A
DM  和方位向量 0,, AB 

与 AC ,0, 确定.

方程 0 DCzByAx 叫平面的一般方程.

2.特殊情形

①常数项为零,  0CzByAx 平面过原点

② zyx ,, 系数有一个为零

③ zyx ,, 系数有两个为零

三.平面的法式方程

任何一平面可由通过它的一点及垂直与它的一个向量确定.

1.平面的法向量:与已知平面垂直的非零向量

2.平面的点法式方程

设平面 过点 ),,( 0000 zyxM ,法矢  CBAn ,, ;

记 ),,( zyxM 为平面 上任一点, 00 rOM  , rOM  ;

则 00  MMn ,即 0)( 0  rrn .

可表示成 0)()()( 000  zzCyyBxxA .

可见,直角坐标系下平面的一般方程 x,y,z 前系数的几何意义.

3.平面的法式方程

①法式方程

在确定平面的点法式方程时,若特别地点 0M 取自原点O向平面 所引垂线的垂足

P ,平面 的法向量取单位法向量 0n ,且 0n 的正向与向量

OP同(平面不过原点), 0n 的正向在垂直于平面的两个方

向中任选一个(平面过原点).

设 点 ),,( zyxM 为 平 面  上 任 一 点 ,
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rOM  , pOP  则由于 pnOP 0 ,从而

平面 的方程 0)( 00  pnrn

即 00  prn (向量式法矢方程)

若取  ,cos,cos,cos on 则

0coscoscos  pzyx  (坐标式法矢方程)

②法式方程特点

(1)一次项系数是单位向量的分量,平方和等于 1;

(2)常数项 0 p

③平面方程法式化

比较平面一般方程 0 DCzByAx ,法矢 CBA ,, ,  zyxOMr ,,

可表 0 Drn ,变化为法式方程 00  prn .

只需将上方程乘以
222

11
CBAn 

 (法式化因子)

其中λ的符号选取一个,使得 0 pD (当 0D 时,λ与D异号, 0D 时λ符号

可以任意选取)

.点与平面间的距离

1.概念

定义 3.2.1 一点与平面上的点之间的最短距离，叫做该点与平面之间的距离。

定义 3.2.2 自空间一点 0M 到平面 引垂线,其垂足为Q ,那么向量 0QM 在平面 的

单位法向量 0n 上的射影叫做点与 0M 的离差,记做 00
QM

n
射影

可

见,点关于的离差 :

















上位于平面

反向与即的另一侧位于平面

同向与即所指向的一侧位于






0

00
0

000
0

0
,0

,0

M
nQMM

nQMnM

离差的绝对值  ,就是 0M 与平面 之间的距离 d .
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2.离差的计算

定理 321 0M 与平面 间的离差为 prn  0
0 ( 00 OMr  )

证 根据离差的定义, 00
QM

n
射影 ＝ )()( 0

0
0

0 qrnOQOMn  ,而点Q在

平面 上,因此 pqn 0 ,所以  ＝ prn  0
0

推论 1 点 ),,( 0000 zyxM 与平面 间的离差 pzyx   coscoscos 000

推论 2 点 ),,( 0000 zyxM 与平面 0 DCzByAx 间的距离 d为

222

000

CBA

DCzByAx
d






二.平面划分空间问题(三元一次不等式的几何意义)

设平面 的一般方程为 0 DCzByAx ,那么空间任何一点 ),,( zyxM 对平面的

离差为 )( DCzByAx   , 式中为平面 的法化因子,又有



1

 DCzByAx

1.平面划分空间问题

1 对于平面 同侧的点, 离差  符号相同(当 1M 与 2M 是 同侧的点时, 11MQ 与

22MQ 同向)

2 对于平面 异侧的点, 离差 有不同的符号(当 1M 与 2M 是 异侧的点时, 11MQ

与 22MQ 反向)

2.二元一次不等式的几何意义

平面 0 DCzByAx 把空间划分为两个部分:

一侧的点: 0 DCzByAx
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另一侧的点: 0 DCzByAx

平面上的点: 0 DCzByAx

复习思考题、作业题：

P104-1，2
P109-2
下次课预习要点

点与平面的位置关系

教 学

后 记
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授课时间 第 11 周 课 次 第 1- 2 次

章 节

名 称

§3.3 两平面的相关位置

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1.会利用向量判断两平面的位置关系

2.会求两平面的夹角

教 学

方 法
讲练结合法

教 学

重 点

难 点

重点：平面的位置关系

难点：两平行平面的距离

空间两个平面的相关位置有三种情况:相交、平行和重合.当且仅当两平面由于一部

分公共点时它们相交,当且仅当两平面有一部分公共点时它们互相平行,当且仅当一个

平面上的所有点就是另一个平面上的所有点时,这两平面重合.

设两平面的方程为 0: 11111  DzCyBxA

0: 22222  DzCyBxA

定理 3.3.1

两 平 面 相 交 的 充 要 条 件 是

222111 :::: CBACBA 

两平面平行的充要条件是
2

1

2

1

2

1

2

1

D
D

C
C

B
B

A
A



两平面重合的充要条件是
2

1

2

1

2

1

2

1

D
D

C
C

B
B

A
A



直角坐标系下,两平面 1 与 2 的法向量分别为:

   11111111 ,,,, CBAnCBAn  ，

当且仅当 1n 不平行于 2n ,两平面 1 与 2 相交;当且仅当 1n 平行于 2n , 1 与 2 重合.

两平面 1 与 2 的二面角用 ),( 21  来表示,两平面的法向量 1n 与 2n 的夹角记为

),( 21 nn . 显然有 ）或（   ),( 21 .
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因此
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121

21

21
21 cos),(cos

BBABBA

CCBBAA

nn

nn







 

显然两平面 1 与 2 互相垂直的充要条件是 0),( 21   ( 0),(cos 21   ).

或是 0212121  CCBBAA .

定理 3.3.2 平面 1 与 2 互相垂直的充要条件是 0212121  CCBBAA

复习思考题、作业题：

P111-2，3

下次课预习要点

空间直线的标准式方程

教 学

后 记
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授课时间 第 12 周 课 次 第 1-2 次

章 节

名 称

§3.4 空间直线的方程

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1.理解平面的标准式方程

2.掌握直线各种形式方程的转化

教 学

方 法
讲练结合法

教 学

重 点

难 点

重点：直线的标准方程

难点：将直线的一般式方程转化为标准方程

一. 有直线上一点与直线的方向所决定的直线的方程

1.直线的方向向量

空间给定了一点 0M 与一个非零向量 v ,那么通过点 0M 且与向量 v平行的直线 l就被

唯一确定,向量 v叫直线 l的方向向量.

任何一个与直线 l平行的非零向量都可以作为直线 l的方向向量.

2.直线的点向式方程

直线 l 过点 ),,( 0000 zyxM , 方向向量  ZYXv ,, . 设 ),,( zyxM 为 l 上任意一

点, 00 rOM  , rOM  ,由于 MM 0 与 v (非零向量)共线,则

vtrr  0 即

vtrr  0 （3.4-1）

（3.4-1）叫做直线 l的向量式参数方程，（其中 t 为参数）。

如 果 设 },,{ 0000 zyxr 


， },,{ zyxr  又 设

},,{ ZYXv  ，那么(3.4.1)式得















Ztzz
Ytyy
Xtxx

0

0

0

（ 3.4-2）

（3.4-1）叫做直线 l的坐标式参数方程。
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消参数 t 即得
Z
zz

Y
yy

X
xx 000 







(3.4-3)

(3.4-3)叫做直线 l的对称式方程或称直线 l的标准方程。

例 1 求通过空间两点 ),,( 1111 zyxM ， ),,( 2222 zyxM 的直

线方程。

解 取 21MMv


 作为直线 l 的方向向量，设 ),,( zyxM 为

直 线 l 上 的 任 意 点 （ 如 右 图 ） ， 那 么

},,,{ 12121212 zzyyxxrrMOr 


所以直线 l 的向量式参数方程为：

);( 121 rrtrr 
 （3.4-4）

坐标式参数方程为












)(
)(
)(

121

121

121

zztzz
yyyy
xxtxx

（3.4-5）

对称式方程为
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx












（3.4-6）

方程（3.4-4）（3.4-5）（3.4-6）都叫做直线 l的两点式方程。

3.直线的方向数

①取直线 l的方向向量为   cos,cos,cos0 v ,则直线的方程为

0
0 vtrr  (参数方程) 或



















cos
cos
cos

0

0

0

tzz
tyy
txx

标准方程
 coscoscos

000 zzyyxx 







由此可见参数 t的几何意义: t 为直线 l上点M 与点 0M 之间的距离.

②直线的几个问题

Ⅰ.直线的方向角与方向余弦:直线的方向向量的方向角与方向.

Ⅱ.直线的方向数:直线的方向向量的分量 X,Y,Z 或与之成比例的一组数 l,m,n

Ⅲ.直线的方向余弦  cos,cos,cos 与方向数 l,m,n 之间的关系
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222222222
cos,cos,cos

nml
n

nml
m

nml
l








 

4.直线的两点式方程

例:求空间直角坐标系中 X 轴的方程

参数方程 标准方程
001
zyx



二. 直线方程的一般形式

1.一般方程:设有两平面的方程为








0:
0:

22222

11111

DzCyBxA
DzCyBxA




其中, 222111 :::: CBACBA  .则上述方程组称为空间直线 l的一般方程.

2.直线的射影式方程

由于直线的表示法不唯一,通常取简单的两平面来表示直线.

如 将一般方程(特殊的一般方程)化为






dbzy
cazx

(直线的射影式方程).

3.直线一般方程与标准方程的互化

1 标准方程化为一般方程.(方向数不全为零)

2 一般方程化为标准方程

一般方程







0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

(1)确定直线的两平面法矢 21 ,nn 的 21 nn  为直线的一个方向向量.

取 方 程 组 的 一 组 特 解 得 直 线 l 上 一 点 ),,( 0000 zyxM 化 得 直 线 标 准 方 程 :

22

11

0

22

11

0

22

11

0

BA
BA
zz

AC
AC
yy

CB
CB
xx 







例题 P119-1、4
复习思考题、作业题：

P119-3

下次课预习要点

直线与平面的位置关系有哪些，怎么判断
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教 学

后 记
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授课时间 第 13 周 课 次 第 1-2 次

章 节

名 称

§3.5 直线与平面的相关位置

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1. 会运用向量判断直线与平面的位置关系

2. 会求直线与平面的交角

教 学

方 法
讲练结合法

教 学

重 点

难 点

重点：直线与平面的位置关系

难点：直线与平面的交点与交角

教学步骤及内容：

三. 有直线上一点与直线的方向所决定的直线的方程

1.直线的方向向量

空间给定了一点 0M 与一个非零向量 v ,那么通过点 0M 且与向量 v平行的直线 l就被

唯一确定,向量 v叫直线 l的方向向量.

任何一个与直线 l平行的非零向量都可以作为直线 l的方向向量.

2.直线的点向式方程

直线 l 过点 ),,( 0000 zyxM , 方向向量  ZYXv ,, . 设 ),,( zyxM 为 l 上任意一

点, 00 rOM  , rOM  ,由于 MM 0 与 v (非零向量)共线,则

vtrr  0 即

vtrr  0 （3.4-1）

（3.4-1）叫做直线 l的向量式参数方程，（其中 t 为参数）。

如 果 设 },,{ 0000 zyxr 


， },,{ zyxr  又 设

},,{ ZYXv  ，那么(3.4.1)式得















Ztzz
Ytyy
Xtxx

0

0

0

（ 3.4-2）
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（3.4-1）叫做直线 l的坐标式参数方程。

消参数 t 即得
Z
zz

Y
yy

X
xx 000 







(3.4-3)

(3.4-3)叫做直线 l的对称式方程或称直线 l的标准方程。

例 1 求通过空间两点 ),,( 1111 zyxM ， ),,( 2222 zyxM 的直

线方程。

解 取 21MMv


 作为直线 l 的方向向量，设 ),,( zyxM 为

直 线 l 上 的 任 意 点 （ 如 右 图 ） ， 那 么

},,,{ 12121212 zzyyxxrrMOr 


所以直线 l 的向量式参数方程为：

);( 121 rrtrr 
 （3.4-4）

坐标式参数方程为












)(
)(
)(

121

121

121

zztzz
yyyy
xxtxx

（3.4-5）

对称式方程为
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx












（3.4-6）

方程（3.4-4）（3.4-5）（3.4-6）都叫做直线 l的两点式方程。

3.直线的方向数

①取直线 l的方向向量为   cos,cos,cos0 v ,则直线的方程为

0
0 vtrr  (参数方程) 或



















cos
cos
cos

0

0

0

tzz
tyy
txx

标准方程
 coscoscos

000 zzyyxx 







由此可见参数 t的几何意义: t 为直线 l上点M 与点 0M 之间的距离.

②直线的几个问题

Ⅰ.直线的方向角与方向余弦:直线的方向向量的方向角与方向.

Ⅱ.直线的方向数:直线的方向向量的分量 X,Y,Z 或与之成比例的一组数 l,m,n
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Ⅲ.直线的方向余弦  cos,cos,cos 与方向数 l,m,n 之间的关系

222222222
cos,cos,cos

nml
n

nml
m

nml
l








 

4.直线的两点式方程

例:求空间直角坐标系中 X 轴的方程

参数方程 标准方程
001
zyx



四. 直线方程的一般形式

1.一般方程:设有两平面的方程为








0:
0:

22222

11111

DzCyBxA
DzCyBxA




其中, 222111 :::: CBACBA  .则上述方程组称为空间直线 l的一般方程.

2.直线的射影式方程

由于直线的表示法不唯一,通常取简单的两平面来表示直线.

如 将一般方程(特殊的一般方程)化为






dbzy
cazx

(直线的射影式方程).

3.直线一般方程与标准方程的互化

3 标准方程化为一般方程.(方向数不全为零)

4 一般方程化为标准方程

一般方程







0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

(1)确定直线的两平面法矢 21 ,nn 的 21 nn  为直线的一个方向向量.

取 方 程 组 的 一 组 特 解 得 直 线 l 上 一 点 ),,( 0000 zyxM 化 得 直 线 标 准 方 程 :

22

11

0

22

11

0

22

11

0

BA
BA
zz

AC
AC
yy

CB
CB
xx 







例 P123-1、2
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复习思考题、作业题：

练习 P123-4

下次课预习要点

直线与点的位置关系

教 学

后 记
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授课时间 第 14 周 课 次 第 1- 2 次

章 节

名 称
§3.6 空间直线与点的相关位置

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1.会判断直线与点的位置关系

2.理解点到直线距离的向量内涵。

教 学

方 法
讲授法

教 学

重 点

难 点

重点:点到直线的距离

难点:点到直线的距离

空间直线与点的相关位置有两种情况,即点在直线上与点不在直线上,点在直线上

时,点的坐标满足直线的方程.当点不在直线上时,则考察点到直线的距离.

定义 3.6.1 一点与空间直线上的点之间的最短距离叫做该点与空间直线间的距

离。

在空间直角坐标系下,给定空间一点 ),,( 0000 zyxM 与直线

:l
Z
zz

Y
yy

X
xx 111 







),,( 1111 zyxM 为直线 l 上一点,  ZYXv ,, 为直线 l 的方向

向量.

考察  ZYXv ,, 和向量 01MM 为两边构成的平行四边形的面积 01MMv .

显然,点 0M 到直线 l的距离d就是这平行四边的对应于以 v 为底的高.

v

MMv
d

01
 ＝

222

1010
2

1010
2

1010

ZYX

YX
yyxx

XZ
xxzz

ZY
zzyy










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复习思考题、作业题：

P125-2

下次课预习要点

空间两直线的相关位置

教 学

后 记
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授课时间 第 15 周 课 次 第 1-2 次

章 节

名 称
§3.7 空间两直线的相关位置

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1.掌握第一类换元积分法

2.了解第二类换元积分法

教 学

方 法
讲练结合法

教 学

重 点

难 点

重点：第一类换元积分法

难点：如何凑微分

一.空间两直线的相关位置

设直线 1l 与 2l 的方程为:

1l :
1

1

1

1

1

1

Z
zz

Y
yy

X
xx 







（1）

2l :
2

2

2

2

2

2

Z
zz

Y
yy

X
xx 







（2）

定理 3.7.1 判断两直线（1）与（2）相关位置的充 分必要

条件是

1） 异面:

 0

222

111

121212




ZYX
ZYX
zzyyxx

2） 相交:  0, 222111 :::: ZYXZYX 

3） 平行: )(:)(:)(:::: 121212222111 zzyyxxZYXZYX 

4） 重合: )(:)(:)(:::: 121212222111 zzyyxxZYXZYX 

二.空间两直线的夹角

定义 3.7.1 平行于空间两直线 21, ll 的两向量间的角,叫做空间两直线的夹角.记做

),( 21 ll 。

定理 3.7.2 在直角坐标系里,空间两直线(1)与(2)的夹角的余弦为:
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2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

212121
21 ),(

ZYXZYX

ZZYYXXllCos





推论: 两直线(1)与(2)垂直的充要条件是:

0212121  ZZYYXX

三.两异面直线间的距离与公垂线方程

设两异面直线 1l 与 2l 与它们的公垂线 0l 的交点分 别 为

21 ,NN ,则 1l 与 2l 之间的距离

d＝ 12NN 射影 0l 12NN
21

2112 ).(

vv

vvMM





两异面直线(1)与(2)间的距离为

2

22

11
2

22

11
2

22

11

222

111

211212

YX
YX

XZ
XZ

ZY
ZY

ZYX
ZYX
zzyyxx

d







公垂线 0l 的方程为:






















0

0

222

222

111

111

ZYX
ZYX
zzyyxx

ZYX
ZYX
zzyyxx

例 P129-例 1，例 2
复习思考题、作业题：

P132-2（2）,3(1)

下次课预习要点

平面束的概念

教 学

后 记
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授课时间 第 16 周 课 次 第 1-2 次

节

称

章
名

4.1 柱面

4.2 锥面

4.3 旋转曲面

课式授
理论课( √ )、实践课（ ）、习题题（ ）、其它( )

教学
时数

4

教

目

要学

的

求1.掌握消去参数法，能运用此法熟练地求出一般柱面的方程.

2.能识别母线平行于坐标轴的柱面方程。

学

法

教
方 讲练结合法

教

重

难学

点

点重点：柱面的定义和一般方程的求法

难点：寻找柱面的准线

教学步骤及内容：

一.柱面的定义

空间中由平行于定方向且与定曲线相交的一族平行直线所产生的曲面叫柱面.

柱面的方向:定方向;准线:定曲线;母线:一族平行线中的每一条直线.

柱面由其准线和定方向唯一确定,但对于一柱面,准线不唯一.

二.柱面的方程

在空间直角坐标系下,柱面准线

(1)母线的方向数X,Y,Z.即 v = {X,Y,Z}

(2)任取柱面准线Γ 上一点 M1 (x1,y1, z1 ) 则过此点的母线方程为

且有F1 (x1, y1, z1 ) = 0 , F2 (x1, y1, z1 ) = 0 .从而消去参数x1, y1, z1 最后得到一个三元方程

F(x, y, z) = 0 ，这就是以 为准线, 母线的方向数X,Y,Z 的柱面方程.

三.例题讲解
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例 1.柱面的准线方程为 母线的方向数为－1,0,1.求这柱面的方

程.

例 2. 已知圆柱面的轴为 ,点 在此圆柱上, 求这柱面

的方程.

定理4.1.1 在空间直角坐标系中，只含两个元（坐标）的三元方程所表示的曲面是一个 柱

面，它的母线平行于所缺元(坐标)的同名坐标轴。

常见柱面方程

(1) 椭圆柱面

(2) 圆柱面

(3) 双曲柱面

(4) 抛物柱面

x2 + y2 = R2

y 2 = 2px

练习：

P100-1（1）

复习思考题、作业题：

P100-2

下次课预习要点

探索锥面方程、锥面方程与柱面方程的异同点。

学

记

教
后
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授课时间 第 17 周 课 次 第 1-2 次

节

称

章

名

§4.4 椭 球

面 §4.5 双

曲面 §4.6
抛物面

课

式

授
方理论课( √ )、实践课（ ）、习题题（ ）、其它( )

教学
时数

4

教

目

要学

的

求1.掌握消去参数法，能运用此法熟练地求出一般锥面、旋转曲面的方程.

2.能识别顶点在坐标原点的锥面方程,旋转轴为坐标轴的旋转曲面的方程

学法教
讲练结合法

教
重
难

学
点
点

重点：锥面、旋转曲面的定义和一般方程的求法

难点：寻找锥面、旋转曲面的准线

教学步骤及内容：

一、锥面定义

空间中由通过一定点且与定曲线相交的一族直线所产生的曲面叫锥面.

锥面的顶点:定点;母线:一族直线;准线:定曲线.

二.锥面的方程

空间直角坐标系下,顶点为 A(x0, y0, z0 ) ,准线方程

任取准线上一点 M1 (x1, y1, z1 ) ,则过此点的母线方程为

且
x1 −x0 y1 − y0 z1 − z0

从而消去参数 x1, y1, z1 最后得到一个三元方程F(x, y, z) = 0 这就是以 为准

线,A(x0, y0, z0 ) 为顶点的锥面方程.
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例 1、 锥面的顶点在原点，且准线为 求锥面的方程。

三、旋转曲面的定义

空间一条曲线Γ 绕着定直线 l旋转一周所产生的曲面叫旋转曲面(回旋曲

面) 母线 : 曲线Γ ;旋转轴(轴): 定直线 l .

纬线 : 旋转曲面母线上任一点在旋转时所形成的一个圆,称之为线圆(纬线).

经线 : 以轴 l为界的每个半平面与曲面交成一条曲线,称为经线. (平面曲线)

四.旋转曲面的方程

1.一般情形下的曲面方程

空间直角坐标系下,旋转曲面

母线方程

轴 l :

任取母线上一点 M1 (x1, y1, z1 ) ,则过此点的线圆方程为:

且有 F1 (x1,y1, z1 ) = 0 ,F2 (x1,y1, z1 ) = 0 .消去参数 x1, y1, z1 最后得到一个三元方

程 F(x,y, z) = 0 ,此即为以Γ 为准线, l 为轴的旋转曲面的方程.

例 1 求直线 绕直线 x = y = z旋转所得的旋转曲面的方程.

2.以坐标面上的曲线为准线、坐标轴为轴的旋转曲面的方程

旋转曲面的经线可作为母线,通常把母线所在平面取作坐标面而旋转轴取作坐

标 轴,此时旋转曲面的方程具有特殊的形式.
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例 2 将椭圆 分别绕长轴(x 轴)与短轴(y 轴)旋转,求所得旋

转

曲面的方程.

上述二曲面分别叫长形旋转椭球面,扁形旋转椭球面.

例 3 将双曲线 绕虚轴(z轴)旋转的旋转曲面方程为

绕实轴(y 轴)旋转的旋转曲面方程为 分别称为

单叶旋转双曲面与双叶旋转双曲面.

练习：P108-1（2）

复习思考题、作业题：

P08-2

下次课预习要点

总结二次曲面方程的特征

学

记

教
后
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授课时间 第 18 周 课 次 第 1-2 次

章 节

名 称
习题课

授 课

方 式
理论课（ √ ）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1.巩固直线、平面方程的求解

2.巩固向量法判断平面、直线、点的位置关系。

教 学

方 法
讲练结合法

教 学

重 点

难 点

重点：平面的方程、直线的方程

难点：点、线、面的度量关系。

教学步骤及内容：

一、完成剩下习题中的指定题目

二、点评习题

三、总结方法

复习思考题、作业题：

抄写本章整理的笔记公式

下次课预习要点

全面复习

教 学

后 记
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