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授课时间 第 1，2 周 课 次 第 1，2,3,4 次

章 节

名 称
§5.1 定积分概念与性质

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标：主要是复习上学期极限连续导数不定积分的定义和相关知

识点。认识定积分的概念。

2，能力目标：承上启下，温旧知新。

3，素养目标：具备严谨的学习态度，不断学习的习惯。

4，课程思政：初步引导学生用数学思维形成正确的世界观和价值观。

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点： 定积分概念，掌握定积分的性质

难点： 定积分的性质

教学步骤及内容：

一、定积分问题举例

1 曲边梯形的面积

设 )(xfy  在区间[a，b]上非负， 由曲线 )(xfy  及直线

ax  ， bx  和 0y 围成的平面图 形称为曲边梯形，（如图

所示）其中曲线弧称为曲边其面积求 法如下：

⑴ 分割：在区间[a，b]内插入任 意 n-1 个分点：

ax0 x1 x2    xn1 xnb
将区间[a，b]分成 n个小

区间（一般可以等分），记小区间[x i-1， x i ]的长度为 ∆ x i。

⑵近似代替：

经过每一个分点作平行于 y 轴的直线段 把曲边梯形分成 n个窄曲边梯形 在每个小区间[xi1
xi ]上任取一点i  以[xi1 xi ]为底、f (i)为高的小矩形近似替代第 i个小曲边梯形(i1 2     n)  则

第 i个小曲边梯形面积为 ∆Ai≈ ( )i if x  i1 2     n

⑶ 求和：把所有小矩形面积相加，得整个曲边梯形面积 A 的近似值，即： A=



n

i
iA

1

≈ i

n

i
i xf 

1
)(

⑷ 取极限：

x

y

o

y=f(x)

x0 x1 xi-1 xi xn-1 xn
(a) (b)
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将区间[a，b]无限细分，即当 n→∞时，使
1
max{ } 0ii n

x
 

   ，求上述和式的极限就是曲边梯形的

面积，即：
0 1

lim ( )
n

i i
i

A f x







  。

2 变速直线运动的路程

设物体作直线运动 已知速度 ( )v v t 是 t的连续函数，求该物体所经过的路程。

（1）分割 在时间段 1 2[ , ]T T 内任意插入 1n  个分点：

T 1t 0 t 1 t 2   t n1 t nT 2
把[T 1  T 2]分成 n 个小段[t 0 t 1] [t 1 t 2]    [t n1 t n]。

（2）近似代替

在每个小时间段 1[ , ]i it t 上任取一个时刻 i ，记 1i i it t t    ，把物体在时间段 1[ , ]i it t 上的变

速直线运动可看作以 ( )iv  为速度做匀速直线运动，则物体在 1[ , ]i it t 内经过的路程为

( )i i iS v t   1, 2,i n 

（3）求和

这 n个小时间段内物体经过路程相加，其和就是所求变速直线运动路程的近似值 即

1 1
( )

n n

i i i
i i

S S v t
 

    

（4）取极限 若将时间段无限细分，令 1 2max{ , ,..., }nt t t     ，取极限

0 1
lim ( )

n

i i
i

S v t







 
总结：“分割，近似求和，取极限”

二、定积分定义

抛开上述问题的具体意义 抓住它们在数量关系上共同的本质与特性加以概括 就抽象出下述

定积分的定义

定义 1 设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上有界 在[ , ]a b 中任意插入 1n  个分点

0 1 2 1... n na x x x x x b      

把 区 间 [ , ]a b 分 成 n 个 小 区 间 [ 0 1,x x ]， 1 2 1[ , ],...,[ , ]n nx x x x ， 各 小 段 区 间 的 长 依 次 为

1 1 0 2 2 1 1, ,..., n n nx x x x x x x x x          。 在 每 个 小 区 间 1[ , ]i ix x 上 任 取 一 点

1( ),i i i ix x    作函数 ( )if  与小区间数 ix 的乘积
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( ) ( 1, 2,..., ),i if x i n   并作和
1

( )
n

i i
i

S f x


 

记 1 2max{ , ,..., }nx x x     ，如果不对[ , ]a b 怎样分法，也不论小区间[ 1,i ix x ]上点 i 如何取法。

只要 0  时，极限

0 1
lim ( )

n

i i
i

I f x







 

都存在，则称 ( )f x 在区间[ , ]a b 上可积，极限值 称为函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上的定积分（简记积

分）记作 ( )
b

a
f x dx 即

0 1
( ) lim ( )

nb

i ia
i

I f x dx f x







  

其中 ( )f x 叫做被积函数， ( )f x dx叫做被积表达式，x叫做积分变量，[ , ]a b 叫做积分区间， ,a b分

别称为积分下限、积分上限，
1

( )
n

i i
i
f x



 称为 ( )f x 的积分和。

注 1、 定积分只与被积函数，积分区间有关，而与积分变量无关。即：

( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f t dt f u du   

2、' '  说法: 0 0     ,使得无论区间[ , ]a b 怎样分，区间[ 1,i ix x ]上点 i 如何取，只要

  时总有
1

| ( ) |
n

i i
i
f x I 



   ，则称数 I 为 ( )f x 在[ , ]a b 上的定积分。

3、根据定积分的定义 曲边梯形的面积为 
b

a
dxxfA )( 

变速直线运动的路程为 dttvS T

T
)(2

1
 

4、如果函数 ( )f x 在[ , ]a b 上的定积分存在 我们就说 ( )f x 在区间[ , ]a b 上可积

函数 ( )f x 在[ , ]a b 上满足什么条件时 ( )f x 在[ , ]a b 上可积呢？

定理 1 设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续 则 ( )f x 在[ , ]a b 上可积

定理 2 设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上有界 且只有有限个间断点 则 ( )f x 在[ , ]a b 上可积

定理 3 设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上单调 则 ( )f x 在[ , ]a b 上可积
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【例 1】 利用定积分定义计算
1 2

0
x dx

解 由于
2( )f x x 在区间[0，1]连续，所以

2( )f x x 在[0，1]可积，且
1 2

0
x dx 与区间的分法

和点 i 取法无关。为方便计算，把 区间[0，1]分为 n 等分，其分点为
i
n
（i=1，2，...,n），每个

小区间的长度
1 ( 1, 2, )ix i n
n

    ，取
2 1( ) ( )i i i

i if x
n n n

     ，作和式：

2 2 2 2
3 3

1

1 1 ( 1)(2 1)( ) ( ) [1 2 ]
6

n n

i i
i i

i n n nf x n
n n n n




 
        

=1

当对区间[0，1]等分时， 0  时， n，由定积分的定义有

1 2

0
x dx = 30

( 1)(2 1) 1lim ( ) lim
6 3

n

i i ni

n n nf x
n


 

 
  

=1

三、 定积分的几何意义和物理意义

1、定积分的几何意义

在区间[a b]上 当 f(x)0 时 积分 
b

a
dxxf )( 在几何上表示由曲线 yf (x)、两条直线 xa、xb

与 x 轴所围成的曲边梯形的面积，即

0 1
lim ( ) ( )

n b

i i a
i

A f x f x dx







   

当 f(x)0 时 由曲线 y f (x)、两条直线 xa、xb 与 x 轴所围成的曲边梯形位于 x 轴的下

方 它的面积

0 01 1
lim [ ( )] lim ( ) ( )

n n b

i i i i a
i i

A f x f x f x dx
 

 
 

 

          

当 ( )f x 既取得正值又取得负值时 函数 f(x)的图形某些部分在 x轴的上方 而其它部分在 x 轴

的下方 如果我们对面积赋以正负号 在 x 轴上方的图形面积赋以正号 在 x轴下方的图形面积赋以

负号 则在一般情形下 定积分 
b

a
dxxf )( 的几何意义为 它是介于 x 轴、函数 f(x)的图形及两条直线

xa、xb 之间的各部分面积的代数和

【例 2】 用定积分的几何意义求  
1

0
)1( dxx 

解: 函数 y1x 在区间[0 1]上的定积分是以 y1x 为曲边 以区间[0 1]为底的曲边梯形的

面积 因为以 y1x 为曲边 以区间[0 1]为底的曲边梯形是一直角三角形 其底边长及高均为 1
所以

2
111

2
1)1(1

0
 dxx 

注：用定积分的几何意义说明 sin 0xdx



 

2、定积分的物理意义
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如果被积函数 ( )f x 为物体变速直线运动的速度时， ( )
b

a
f x dx 表示该物体在时间段[ , ]a b 内所

经过的路程。

三、定积分的近似计算

从例 1 的计算过程中可以看到，对于任意确定的正整数n，积分和

3

( 1)(2 1) 1 1 1( ) = 1+ )(2 )
6 6

n

i i
i

n n nf x
n n n

  
  

=1

（

都是定积分
1 2

0
x dx 的近似值。下面讨论一般情况：

设 ( )f x 在 [ , ]a b 上连续，定积分 ( )
b

a
f x dx 一定存在。把 [ , ]a b 等分，每个小区间的长度为

b ax
n


  ，在小区间 1[ , ]i ix x ，取 1i ix  ，应有

1
1

( ) lim ( )
nb

ia n i

b af x dx f x
n 




 

从而对于任一确定的正整数 n，有

1
1

( ) ( )
nb

ia
i

b af x dx f x
n 




 

记 ( ) ( 0,1, 2, )i if x y i n   ，上式可记作

0 1 1( ) ( )
b

na

b af x dx y y y
n 


     （1）

如果 i ix  ，则可得近似公式：

1 2( ) ( )
b

na

b af x dx y y y
n


     （2）

以上求定积分近似值的方法称为矩形法，公式（1）、（2）称为矩形法公式。

梯形法与抛物线法见 P229。

四、定积分的性质

两点规定 (1)当a b 时， ( ) 0
a

a
f x dx  。

(2)当 a b 时  
a

b

b

a
dxxfdxxf )()( 

性质 1 函数的和(差)的定积分等于它们的定积分的和(差)， 即

 
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([ 

证明:  
b

a
dxxgxf )]()([ 




n

i
iii xgf

10
)]()([lim 


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



n

i
ii

n

i
ii xgxf

1010
)(lim)(lim 

  
b

a

b

a
dxxgdxxf )()( 

性质 2 被积函数的常数因子可以提到积分号外面， 即

 
b

a

b

a
dxxfkdxxkf )()( 

这是因为 



n

i
ii

b

a
xkfdxxkf

10
)(lim)( 

  


b

a

n

i
ii dxxfkxfk )()(lim

10





推论 1： 1 1 2 2[ ( ) ( ) ( )]
b

n na
c f x c f x c f x dx   

1 1 2 2( ) ( ) ( )
b b b

n na a a
c f x dx c f x dx c f x dx     

性质 3 如果将积分区间分成两部分，则在整个区间上的定积分等于这两部分区间上定积分之和，

即 a c b  ，有

 
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()( 

证明： ( ) ( ) ( )i i i i i if x f x f x      
[a,b] [a,c] [c,b]

= + ，

令 0  ，上式两端的每个和式的极限均存在，且：

0 0 0
lim ( ) lim ( ) lim ( )i i i i i if x f x f x
  

  
  

    
[a,b] [a,c] [c,b]

= +

即 [ ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx   

这个性质表明定积分对于积分区间具有可加性
值得注意的是不论 a b c 的相对位置如何总有等式

 
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()(

成立 例如 当 a<b<c 时 由于  
c

b

b

a

c

a
dxxfdxxfdxxf )()()(  于是有

 
c

b

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()(  

b

c

c

a
dxxfdxxf )()( 

性质 4 ( )
b

a
kdx k b a  ， k为常数。特别地，当 1k  时，

b

a
dx b a  。

性质 5 若函数 ( ), ( )f x g x 在[ , ]a b 可积，则 ( ) ( )f x g x 也在[ , ]a b 可积。

性质 6 设 ( )f x 在[ , ]a b 上可积，如果 ( )m f x M  ，则

 
b

a
abMdxxfabm )()()(

证 明 对 于 1[ , ]i i ix x   ， 由 于 [ , ]i a b  ， 所 以 ( )im f M   则



《高等数学》教案

9
师范教育系

1 1 1
( )

n n n

i i i i
i i i
m x f x M x

  

      

令 0  ，上述不等式取极限，有

0 0 01 1 1
lim lim ( ) lim

n n n

i i i i
i i i
m x f x M x

  


  
  

       即   
b

a

b

a

b

a
Mdxdxxfmdx )(  从 而

 
b

a
abMdxxfabm )()()( 

推论 2 如果在区间[ , ]a b 上， ( )f x 0 则  
b

a
dxxf 0)(

推论 3 如果 ( ), ( )f x g x 在[ , ]a b 可积，且在区间 ( ) ( )f x g x ，则

 
b

a

b

a
dxxgdxxf )()(

这是因为 g (x)f (x)0 从而   
b

a

b

a

b

a
dxxfxgdxxfdxxg 0)]()([)()( 

所以  
b

a

b

a
dxxgdxxf )()( 

推论 4 如果 ( )f x 在[ , ]a b 上可积，则 ( )f x 在[ , ]a b 上可积，且

 
b

a

b

a
dxxfdxxf |)(||)(|

证明：因为|f (x)|  f (x)  |f (x)|由性质 6有

  
b

a

b

a

b

a
dxxfdxxfdxxf |)(|)(|)(| 即  

b

a

b

a
dxxfdxxf |)(||)(| |。

注：推论 4 的逆命题不成立。

性质 7 (定积分中值定理) 如果函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续 则在积分区间[ , ]a b 上至少

存在一个点  使得  
b

a
abfdxxf ))(()(  

这个公式叫做积分中值公式

证明 由于 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续，所以 ( )f x 在[ , ]a b 上必取得最大值 M 与最小值 m，由

性质 6 有  
b

a
abMdxxfabm )()()( 

各项除以 ba 得  



b

a
Mdxxf

ab
m )(1 

再由连续函数的介值定理 在[a b]上至少存在一点 ， 使




b

a
dxxf

ab
f )(1)( 

于是两端乘以 ba 得中值公式：  
b

a
abfdxxf ))(()(  
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积分中值公式的几何解释
应注意 不论 a<b 还是 a>b 积分中值公式都成立

【例 3】 估计定积分 2
0

sin 2xdx


 的值。（性质 6可得 2
0

0 sin 2
2

xdx
 

  ）

【例 4】设函数 ( )f x 是区间 [ , ]a b 上非负的连续函数，且 ( ) 0
b

a
f x dx  ，证明：在 [ , ]a b 上

( ) 0f x  。

证明：（反证法）假设在[ , ]a b 上 ( ) 0f x  ，则在[ , ]a b 上至少存在一点，使 ( ) 0f   ，有 ( )f x

的连续性 可知，存在一个 以  为中心的 邻域 ( )U  ，在该邻 域内 ( ) 0f x  ，于是有

( ) ( ) 0
b

a
f x dx f x dx

 

 




   ，与已知矛盾。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 3 周 课 次 第 5,6 次

章 节

名 称
§5.2 微积分学基本定理

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标：掌握定积分的计算。

2，能力目标：承上启下，温旧知新。

3，素养目标：具备严谨的学习态度，认真专研的精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神。

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：变上限积分及其导数，牛顿—莱布尼兹公式

难点： 牛顿—莱布尼兹公式
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教学步骤及内容：

利用定积分的定义计算定积分时，只能计算一些比较简单而且数量很少的一部分积分，如果被

积函数比较复杂时，其计算难度便会大大增加，所以有必要寻找一种既有效又简便的计算方法。

一 引言

设物体作变速直线运动 已知速度 ( )v v t 是 t的连续函数，求该物体在 1 2[ , ]T T 所经过的路程为

2

1

( )
T

T
v t dt ，另一方面这段路程又可以表示为 2 1( ) ( )s T s T ，所以

2

1
2 1( ) ( ) ( ).

T

T
v t dt s T s T  ，其中

( ) ( ).s t v t 

上式表明 速度函数 v(t)在区间[T1 T2]上的定积分等于 v(t)的原函数 S(t)在区间[T1 T2]上的增量
这个特殊问题中得出的关系是否具有普遍意义呢？

二、积分上限函数及其导数

设函数 f(x)在区间[a b]上连续 并且设 x为[a b]上的一点我们把函数 f(x)在部分区间[a x]上的

定积分 dxxfx
a

)( 称为积分上限的函数  它是区间 [a  b]上的函数  记为 (x) dxxfx
a

)(  或

(x) dttfx
a

)( 

定理 1 如果函数 ( )f x 在区间[a b]上可积，则积分上限函数(x) ( )
x

a
f t dt  在[a b]上连续；

若 ( )f x 在区间[a b]上连续，则 ( )x 在[ , ]a b 上可导，且 ( ) ( ) ( )
x

a

dx f t dt f x
dx

   。

证明：首先证明 ( )x 在[ , ]a b 上连续。对 [ , ]x a b  及 0 [ , ]x x a b   ，有

0 0 0

0
0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x x x x

a a x
x x x f t dt f t dt f t dt

 
          

因为 ( )f x 在[a b]上可积，所以 ( )f x 在[a b]有界，即 0M  ，对 [ , ]t a b  有 ( )f t M ，从而

0 0

0 0

( ) ( )
x x x x

x x
f t dt f t dt M x

 
     

所以
0

lim 0
x 

  ，即 ( )x 在 0x 点连续，由 0x 的任意性 ( )x 在[ , ]a b 上连续。

下证定理的后半部分。由于 ( )f x 在区间[a b]上连续以及积分中值定理得，至少存在 0x 与

0x x  之 间 的 一 点  ， 使 得
0

0

( ) ( )
x x

x
f t dt f x


    ， 于 是

0 00 0
( ) lim lim ( ) ( )  ( 0

x x
x f f x x

x


   

     


时， 0x  ）

由 0x 的任意性可得， ( )x 在[ , ]a b 上可导，且 ( ) ( )x f x  。

注 1、 类似地，我们可以定义积分下限函数：
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( ) ( ) ( )
b x

x b
x f t dt f t dt    

且 ( ) ( ) [ ( ) ] ( )
b x

x b

d dx f t dt f t dt f x
dx dx

      
2、当上限是中间变量 ( )u u x 时，有

( )

0
( ) [ ( )] '( )

u xd f t dt f u x u x
dx

 （1）

( )

( )
( ) [ ( )] '( ) [ ( )] ( )

u x

v x

d f t dt f u x u x f v x v x
dx

  （2）

例如： ( sin ) sin
x

a
tdt t 

2
2( sin ) 2 sin

x

a
tdt x x 

定理 2 如果函数 f(x)在区间[a b]上连续 则函数 (x) dxxfx
a

)(

就是 f (x)在[a b]上的一个原函数
定理的重要意义 一方面肯定了连续函数的原函数是存在的 另一方面初步地揭示了积分学中

的定积分与原函数之间的联系

注：在区间 I 上的任何连续函数 ( )f x 都有原函数。

三、牛顿莱布尼茨公式

定理 3（微积分学基本定理）如果函数 F (x)是连续函数 f(x)在区间[a b]上的一个原函数 则

)()()( aFbFdxxfb
a

 

此公式称为牛顿莱布尼茨公式 也称为微积分基本公式

证明：由已知 ( )F x 是 f(x)的一个原函数而积分上限函数(x) ( )
x

a
f t dt  也是 ( )f x 的一个原函

数，则有 ( ) ( )F x f x  ， ( ) ( )x f x  ，从而 ( ) ( )] 0F x x  [ ，所以 ( ) ( )F x x c  ，即

( ) ( )x F x c   ， 令 x a 得 ( ) ( )a F a c   ， 而 ( ) 0a  ， 所 以 ( )c F a ， 即

     ( ) F F
x

a
f t dt x x a   

当 x b 得      ( ) =F F
b

a
f t dt b b a   ，即证。

注 1、为了方便起见 可把 F(b)F(a)记成 b
axF )]([ 于是

( ) [ ( )] | ( ) ( )
b b

aa
f x dx F x F b F a  

2、微积分基本定理不仅反映了微积分学的几个主要概念之间的关系，而且把连续函数的定积

分计算转化为原函数的计算。

3、被积函数在积分区间上“连续”这一条件必不可少，例如
1

1

1 dx
x



《高等数学》教案

13
师范教育系

4、当 a b 时， ( ) [ ( )] | ( ) ( )
b b

aa
f x dx F x F b F a   也成立。

进一步揭示了定积分与被积函数的原函数或不定积分之间的联系

例 1. 计算 
1

0
2dxx 

解 由于 3
3
1 x 是 2x 的一个原函数 所以

3
10

3
11

3
1]

3
1[ 331

0
31

0
2  xdxx 

例 2 计算 2
3

1 1 x
dx
 

解 由于 arctan x是 21
1
x

的一个原函数 所以

3
12

3

1
][arctan

1 


 x
x
dx )1arctan(3arctan  

12
7)

4
 (

3
  

例 3. 计算 




1

2
1 dx
x



解 1
2

1

2
|]|[ln1 





 xdx

x
ln 1ln 2ln 2

例 4. 计算正弦曲线 ysin x在[0 ]上与 x轴所围成的平面图形的面积
解 这图形是曲边梯形的一个特例 它的面积


00

]cos[sin xxdxA   (1)(1)2

例 5. 汽车以每小时 36km 速度行驶 到某处需要减速停车设汽车以等加速度 a5m/s2 刹车 问
从开始刹车到停车 汽车走了多少距离？

解 从开始刹车到停车所需的时间 当 t0 时 汽车速度

v036km/h
3600

100036 m/s10m/s

刹车后 t时刻汽车的速度为 v(t)v0at 105t 
当汽车停止时 速度 v(t)0 从 v(t)105t 0 得 t2(s)
于是从开始刹车到停车汽车所走过的距离为

dttdttvs )510()( 2

0

2

0
  10]

2
1510[ 2

0
2  tt (m)

即在刹车后 汽车需走过 10m才能停住

例 6. 设 f(x)在[0, )内连续且 f(x)>0 证明函数


 x

x

dttf

dtttf
xF

0

0

)(

)(
)(

在(0 )内为单调增加函数

证明 )()( 
0

xxfdtttf
dx
d x

  )()(
0

xfdttf
dx
d x

  故

2
0

0 0

))((

)()()()(
)(


 

 x

x x

dttf

dtttfxfdttfxxf
xF

2
0

0

))((

)()()(


 

 x

x

dttf

dttftxxf


按假设 当 0tx时 f (t)>0 (xt)f (t) 0  所以
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0)(
0

 dttfx  0)()(
0

 dttftxx 

从而 F (x)>0 (x>0) 这就证明了 F (x) 在(0 )内为单调增加函数

例 7. 求 2

1

cos
0

2

lim
x

dte
x

t

x

 




解 这是一个零比零型未定式 由罗必达法则

ex
xe

x
dte

x
dte x

x

x t

x
x

t

x 2
1

2
sinlimlimlim

2
22

cos

02

cos

1
02

1

cos
0


 











 

提示 设  
x t dtex

1
2)(  则  

x t dtex cos

1
2)(cos 

xux t exxe
dx
duu

du
dx

dx
ddte

dx
d 222 coscos

1
sin)sin()()(cos   

例 8 求
2

3
sin

x

x

d tdt
dx 

解法 1：
2 2

3 3

0

0
sin [ sin sin ]

x x

x x

d dtdt tdt tdt
dx dx

   
2

3

0 2 3 2

0
sin sin ] 3 sin 2 sin

x

x

d dtdt tdt x x x x
dx dx

     

解法 2：由公式（2）可得:原式= 2 2 32 sin 3 sinx x x x 。

例 9 已知 ( )f x 是连续函数，设 ( ) ( ) ( )
x

a
F x x t f t dt  ，求

( )dF x
dx

。

解：由 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x

a a a
F x x t f t dt x f t dt tf t dt      ，所以

( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x x

a a a a

dF x x f t dt tf t dt f t dt xf x xf x f t dt
dx

         

例 10 计算定积分
0

cos x dx




解：由于

cos          [0, ]
2cos

cos       ( , ]
2

x x
x

x x



 

  
 


所以

2 2
00 0

2 2

cos cos ( cos ) [sin ] | [sin ] | 2x dx xdx x dx x x
   

        

例 11 求极限 2 2 2 2 2 2lim( )
1 2n

n n n
n n n n

  
  

 。
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解：原式= 2 2 21 2

1 1 1 1lim
1 ( ) 1 ( ) 1 ( )nn

n n nn

 
      



2
1

1 1lim
1 ( )

n

in i n n


 


1 1
020

1 arctan
1 4

dx x
x


  



例 12 求由曲线
2 1y x  ，直线 1, 3x x  及 x轴所围成图形的面积。

解：
3 2 3 3

11

1 2( 1) [ ] | 10
3 3

A x dx x x    
四、小结

1、积分上限函数： ( ) ( )
x

a
x f t dt  

2、积分上限函数的导数： ( ) ( ) ( )
x

a

dx f t dt f x
dx

  
3、微积分基本公式： )()()( aFbFdxxfb

a


五、思考题

设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，则 ( )
x

a
f t dt 与 ( )

b

x
f u du 是 x的函数还是 t与u的函数？它们的导数存

在吗？如存在等于什么？

练习：

1、

2

2
xb

a

d e dx
dx

 
  
 
 =_______ .

2、 ( ( ))
x

a

d f x dx
dx

 __________ .

3、
2 23 ln( 1)

x

d t t dt
dx


  _______ .

4、
2

0
( )f x dx  ____，其中

2 ,0 1
( )

2 ,1 2
x x

f x
x x

  
 

  
.

答案：1、0； 2、 ( ) ( )f x f a ； 3、 23 ln( 1)x x  ； 4、
5
6

5、设 f(x)在[0, )内连续且 f(x)>0 证明函数


 x

x

dttf

dtttf
xF

0

0

)(

)(
)( 在(0 )内为单调增加函数

证明 )()( 
0

xxfdtttf
dx
d x

  )()(
0

xfdttf
dx
d x

  故

2
0

0 0

))((

)()()()(
)(


 

 x

x x

dttf

dtttfxfdttfxxf
xF

2
0

0

))((

)()()(


 

 x

x

dttf

dttftxxf

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按假设 当 0tx时 f (t)>0 (xt)f (t) 0  所以

0)(
0

 dttfx  0)()(
0

 dttftxx 

从而 F (x)>0 (x>0) 这就证明了 F (x) 在(0 )内为单调增加函数

6、 求 2

1

cos
0

2

lim
x

dte
x

t

x

 




解 这是一个零比零型未定式 由罗必达法则

ex
xe

x
dte

x
dte x

x

x t

x
x

t

x 2
1

2
sinlimlimlim

2
22

cos

02

cos

1
02

1

cos
0


 











 

提示 设  
x t dtex

1
2)(  则  

x t dtex cos

1
2)(cos 

xux t exxe
dx
duu

du
dx

dx
ddte

dx
d 222 coscos

1
sin)sin()()(cos   

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 4 周 课 次 第 7,8 次

章 节

名 称
§5.3 定积分的积分法

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标：使学生熟练掌握定积分换元积分法与分部积分法。

2，能力目标：掌握定积分的计算方法。

3，素养目标：具备科学的学习态度。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学 重点： 定积分换元积分法
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重 点

难 点

难点： 定积分换元积分法

教学步骤及内容：

一、换元积分法

定理 假设函数 f(x)在区间[a b]上连续 函数 x(t)满足条件
(1)()a  ()b
(2)(t)在[ ](或[ ])上具有连续导数 且其值域不越出[a b]

则有

dtttfdxxfb
a

)()]([)( 



   （1）

证明 由假设知 f(x)在区间[a b]上是连续 因而是可积的 f [(t)](t)在区间[ ](或[ ])上
也是连续的 因而是可积的

假设 F(x)是 f (x)的一个原函数 则 dxxfb
a

)( F(b)F(a)

另一方面 因为{F[(t)]}F[(t)](t) f [(t)](t) 所以 F[(t)]是 f [(t)](t)的一个原函数 从

而

dtttf )()]([ 



 F[( )]F[( )]F(b)F(a)

因此 dtttfdxxfb
a

)()]([)( 



  

注 1、 公式（1）叫做定积分的换元公式
2、 积分上下限的变化。

例 1 计算  
a dxxa
0

22 (a>0)
2 2

0
4 x dx

解    2
0

sin
0

22 coscos  


tdtatadxxa taxa 令

  2
0

2
2

0
22 )2cos1(

2
cos


dttatdta 22

0

2

4
1]2sin

2
1[

2
atta 


 

提示 tataaxa cossin22222   dxa cos t  当 x0 时 t0 当 xa时
2
t 

例 2 计算 xdxxsincos52
0




解 令 tcos x 则

xxdxdxx coscossincos 52
0

52
0  



6
1]

6
1[ 1

0
61

0
50

1
5cos  

 tdttdtttx令 

提示 当 x0 时 t1 当
2
x 时 t0

或 xxdxdxx coscossincos 52
0

52
0  



6
10cos

6
1

2
cos

6
1]cos

6
1[ 662

0
6  
x 
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例 3 计算
1

30 1
dx
x

解：

3 21 1 1

30 0 0

3 13 ( 1 )
1 11

x tdx t dt t dt
t tx



   
   

2
1
0

33[ ln 1 ] | 3ln 2
2 2
t t t     

例 4 计算  


0
53 sinsin dxxx 

解 dxxxdxxx |cos|sinsinsin 2
3

00
53  



 





2
2
3

2
0

2
3

cossincossin xdxxxdxx

 





2
2
3

2
0

2
3

sinsinsinsin xxdxxd

5
4)

5
2(

5
2]sin

5
2[]sin

5
2[

2
2
5

2
0

2
5

 



xx 

提示 |cos|sin)sin1(sinsinsin 2
3

2353 xxxxxx  

在 ]
2

 ,0[  上|cos x|cos x 在 ] ,
2

[  上|cos x|cos x

例 5 计算 dx
x
x 
4

0 12
2 

解  



  3

1
23

1

2
124

0
)3(

2
122

1
  

12
2 dtttdt

t

t
dx

x
x tx令

3
22)]3

3
1()9

3
27[(

2
1]3

3
1[

2
1 3

1
3  tt 

提示
2

12  tx  dxtdt 当 x0 时 t1 当 x4 时 t3

例 6 证明

注 2若 f (x)在[a a]上连续且为偶函数 则  


aa

a
dxxfdxxf

0
)(2)( 

注 3 ( ) [ , ] ( ) 0
a

a
f x a a f x dx


 若 在 上连续且为奇函数,则

证明 因为 dxxfdxxfdxxf a

a

a

a
)()()(

0

0
 




而  




aa

a

tx

a
dxxfdttfdttfdxxf

00

00 )()()(  )( 令


所以  


aaa

a
dxxfdxxfdxxf

00
)()()(
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（1）若 f (x)为偶函数，即 ( ) ( )f x f x  ，故

0 0
( ) [ ( ) ( )] 2 ( ) 2 ( )

a a a a

a a
f x dx f x f x dx f x dx f x dx

 
        

（2）若 f (x)为奇函数，即 ( ) ( )f x f x   ，故

0
( ) [ ( ) ( )] 0

a a

a
f x dx f x f x dx


     .

例 7 若 f (x)在[0, ] 上连续 证明

(1)   2
0

2
0

)(cos)(sin


dxxfdxxf 

(2)  
 
00

)(sin
2
 )(sin dxxfdxxxf 

证明 (1)令 tx 
2
  则

dttfdxxf )]
2

[sin()(sin 0

2

2
0

  




  2
0

2
0

)(cos)]
2

[sin(
  dxxfdttf 

(2)令 xt 则

 
0

0
)][sin()()(sin



  dttftdxxxf

 



00
)(sin)()][sin()( dttftdttft

 



00

)(sin)(sin dtttfdttf

 

00

)(sin)(sin dxxxfdxxf 

所以  
 
00

)(sin
2
 )(sin dxxfdxxxf 

例如：
3 3

0 0
(sin sin ) (sin sin )

2
x x x dx x x dx

 
   

2 2

0 0
sin (1 sin ) cos cos

2 2 3
x x dx xd x

   
     

例 8 设函数













01   cos1
1

0      
)(

2

xx

xxe
xf

x

 计算  
4

1
)2( dxxf 

解 设 x2t 则

 






2

0

0

1

2

1

4

1
2

cos1
1)()2( dttedt
t

dttfdxxf t

2
1

2
1

2
1tan]

2
1[]

2
[tan 42

0
0

1
2  


eet t 

提示 设 x2t 则 dxdt 当 x1 时 t1 当 x4 时 t2
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练习：设函数
2    0

      0
( )

1

x

x

e x
f x

x





  


 计算
2
1
2

( 1)f x dx 

解 设 x1t 则 dxdt 当
1
2

x  时
1
2

t   ；当 x2 时 t1，于是

2 1 0 12
1 1 1 0
2 2 2

37 1( 1) ( ) (1 )
24

tf x dx f t dt t dt e dt
e



 
         

二、分部积分法

定理 2 ( ), ( ) [ , ]u u x v v x a b 设 在 上具有连续导数，则

 ( ) ( ) ( ) ( ) '( ) ( )
b bb

aa a
u x v x dx u x v x u x v x dx    (2)

这就是定积分的分部积分公式

证明：因为 ( ) ' ' 'uv u v uv   ( ' ')
b b

aa
u v uv dx uv  

 ' '
b b b

aa a
u vdx uv dx uv    

bb b

a aa
udv uv vdu   

例 9 计算 1 | ln |
e

e

x dx 。

解： 1 1 1
| ln | | ln | | ln |
e e e

e e

x dx x dx x dx    1 1
ln ln
e e

e

xdx xdx   

1
11 1 1

1 1ln | ln |
e ee

ee

x x x dx x x x dx
x x

     

1 11 1e e
e e

       =
12(1 )
e



例 10 计算 xdxarcsin2
1

0 

解 xdxarcsin2
1

0 xxdxx arcsin]arcsin[ 2
1

0
2
1

0 

dx
x
x

2
2
1

0 162
1


 

)1(
1

1
2
1

12
2

2
2
1

0
xd

x



 

2
1

0
2 ]1[

12
x  1

2
3

12
  

例 11 求
1

0

( )f xI dx
x

  ,其中
2

1
( )

x tf x e dt  。
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解：有积分上限函数的性质，有
2( )( ) ( )

2( )

x
x ef x e x

x


   

又 (1) 0f  ，令 2u x ，
1du dx
x

 ，故

1 11
00 0

( ) (2 ) [2 ( )] | 2 ( )I f x d x x f x x f x dx   
1 1 1

0 0
2 1

2( )

x
xex dx e dx e

x


        

例 12 设  2
0

sin


xdxI n
n  证明

(1)当 n为正偶数时
22

1
4
3

2
31 



n
n

n
nIn 

(2)当 n为大于 1 的正奇数时
3
2

5
4

2
31 



n
n

n
nIn 

证明  2
0

sin


xdxI n
n   2

0
1 cossin


xxdn

   2
0

12 
0 

1 sincos]sin[cos


xxdxx nn

  2
0

22 sincos)1(


xdxxn n   2
0

2 )sin(sin)1(


dxxxn nn

   2
0

2
0

2 sin)1(sin)1(


xdxnxdxn nn

2( 1) ( 1)n nn I n I   

由此得 2
1


 nn I
n
nI 

02 2
1

4
3

42
52

22
32

2
12 I

m
m

m
m

m
mI m 





 

112 3
2

5
4

32
42

12
22

12
2 I

m
m

m
m

m
mI m 








 

而
2

2
00


  dxI  1sin2

01  


xdxI 

因此

2
2 1 2 3 2 5 3 1 (2 1)!!

2 2 2 2 4 4 2 2 (2 )!! 2m
m m m mI
m m m m

    
        

 


2 1
2 2 2 2 4 4 2 (2 )!!1

2 1 2 1 2 3 5 3 (2 1)!!m
m m m mI
m m m m

 
       

   

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复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 5 周 课 次 第 9,10 次

章 节

名 称
第六章 定积分的应用

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标：使学生熟练掌握计算平面图形的面积、平面曲线的弧长。

2，能力目标：掌握计算的技巧。

3，素养目标：具备科学的学习态度。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：计算平面图形的面积、平面曲线的弧长、旋转体的体积及侧面积、平行截面面

积为已知的立体体积。

难点： 截面面积为已知的立体体积；引力。

教学步骤及内容：

定积分是求某种总量的数学模型，它在几何学、物理学等方面有着十分广泛的应用，正是如此，积

分学才不断发展和完善。

第一节 定积分的元素法

回忆曲边梯形的面积 设 yf (x)0 (x[a b]) 如果说积分 
b

a
dxxfA )( 是以[a b]为底的曲边梯

形的面积 则积分上限函数 
x

a
dttfxA )()( 就是以[a x]为底的曲边梯形的面积 而微分 dA(x)f (x)dx

表示点 x处以 dx为宽的小曲边梯形面积的近似值Af (x)dxf (x)dx称为曲边梯形的面积元素
以[a b]为底的曲边梯形的面积 A就是以面积元素 f(x)dx为被积表达式，以[a b]为积分区间的定

积分 
b

a
dxxfA )( 

一般情况下 为求某一量 U 先将此量分布在某一区间[a b]上 分布在[a x]上的量用函数 U(x)
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表示 再求这一量的元素 dU(x) 设 dU(x)u(x)dx 然后以 u(x)dx为被积表达式 以[a b]为积分区间求

定积分即得


b

a
dxxfU )( 

用这一方法求一量的值的方法称为微元法(或元素法)

第二节 定积分在几何上的应用

一、平面图形的面积

1、直角坐标情形

由定积分的几何意义： 
b

a
dxxfA )( ；

若平面图形由曲线 ( )y f x )与 ( )y g x ，且 ( ) ( )f x g x ，直线 xa与 xb ( )a b 所围成 则面

积微元为 [ ( ) ( )]dA f x g x dx   于是平面图形的面积为 [ ( ) ( )]
b

a
A f x g x dx  ；

若平面图形由曲线 ( ), ( ), ( ( ) ( ))x y x y y y      ，直线 yc与 yd ( )c d 所围成，则其

面积微元 [ ( ) ( )]dA y y dy   ，平面图形的面积为

[ ( ) ( )]
d

c
A y y dy  

例 1 计算抛物线
2 ,y x y x  所围成的图形的面积

解 (1)画图
21 2 3 1

00
1 1( ) [ ]2 3 6

xA x x dx x     

例 2 计算抛物线 y22x与直线 yx4 所围成的图形的面积
解 (1)画图

(2)确定在 y轴上的投影区间: [2 4]

(3)确定左右曲线 4)(  ,2
1)( 2  yyyy 右左  

(4)计算积分

 
4

2
2)2

14( dyyyS 18]6
142

1[ 4
2

32  yyy 

当曲边梯形的曲边由参数方程
( )
( )

x t
y t





 

给出，其中 ( )x t 满足 ( ) ,a   ( ) b   ， ( )t 在

[ , ]( [ , ]   或 上又连续的导数， ( )y t 连续，则根据曲边梯形的面积公式和定积分的换元法知，

由 ( )y f x ，直线 ,x a x b  及 x轴所围成图形的面积为
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( ) ( ) ( )
b

a
A y x dx t t dt




   

例 3 求椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x 所围成的图形的面积

解 设整个椭圆的面积是椭圆在第一象限部分的四倍 即 14A A ，椭圆的参数方程为:xa cos t 

yb sin t 于是


a ydxS
0

4 
0

2
)cos(sin4  tatdb


0 2

2
sin4  tdtab   2

0
)2cos1(2



dttab  abab  22 

（2）极坐标系下平面图形的面积

曲边扇形及曲边扇形的面积元素

由曲线 rr()及射线    ( )  围成的图形称为曲边扇形如何求此扇形的面积呢？

采用微元法取极角为积分变量，其积分区间为[ , ]  ，任取[ , ]  内小区间[ , ]d   ，其

相应的小区边扇形的面积用半径为 ( )r  ，中心角为 d 的小圆扇形来近似代替，得面积元素为：

21 [ ( )]2dA r d  

所以，所求曲边扇形的面积为

2 21 1[ ( )] ( )2 2A dA r d r d
  

  
        

例 4. 计算阿基米德螺线 ra (a >0)上相应于从 0变到 2 的一段弧与极轴所围成的图形的面积



解: 



2

0
2)(2

1 daS 322
0

32
3
4]3

1[2
1   aa  

例 5. 计算心形线a(1cos ) (a>0) 所围成的图形的面积

解:  



0

2]cos1([2
12 daS  




0
2 )2cos2

1cos22
1( da

  2
0

2
2
3]2sin4

1sin22
3[ aa  

练习：求由圆 2cos , 1r r  所围成的图形的面积（如图 4.18）

解: 由对称性知，所求阴影部分面积为ox轴上方阴影部分面积的 2 倍。

面积元素为
2 2

1
1 [(2cos ) 1 ]2dA d   ，所以所求的面积为

2 23 3
1 10 0

12 2 2 [(2cos ) 1 ]2A A dA d
 

     

23 3
0 0

3(4cos 1) (1 cos 2 )
3 2

d d
           



《高等数学》教案

25
师范教育系

二、体 积

1、 旋转体的体积

旋转体就是由一个平面图形绕这平面内一条直线旋转一周而成的立体 这直线叫做旋转轴
常见的旋转体 圆柱、圆锥、圆台、球体
旋转体都可以看作是由连续曲线 yf (x)、直线 xa 、ab 及 x轴所围成的曲边梯形绕 x轴旋转

一周而成的立体
设过区间[a b]内点 x 且垂直于 x轴的平面左侧的旋转体的体积为 V (x) 当平面左右平移 dx后

体积的增量近似为V[f (x)]2dx  于是体积元素为

dV  [f (x)]2dx 
旋转体的体积为

dxxfV b

a
2)]([ 

例 6 连接坐标原点 O及点 P(h r)的直线、直线 xh 及 x 轴围成一个直角三角形 将它绕 x轴
旋转构成一个底半径为 r、高为 h的圆锥体 计算这圆锥体的体积

解: 直角三角形斜边的直线方程为 x
h
ry  

所求圆锥体的体积为

dxx
h
rV h 2

0
)( hx

h
r

0
3

2

2
]

3
1[ 2

3
1 hr 

例 7 计算由椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x 所成的图形绕 x轴旋转而成的旋转体(旋转椭球体)的体积

解: 这个旋转椭球体也可以看作是由半个椭圆

22 xa
a
by 

及 x轴围成的图形绕 x轴旋转而成的立体 体积元素为

dV  y 2dx 
于是所求旋转椭球体的体积为

 
a

a
dxxa

a
bV )( 22

2

2
 a

axxa
a
b

 ]
3
1[ 32

2

2
 2

3
4 ab 

例 8 计算由摆线 xa(tsin t) ya(1cos t)的一拱 直线 y0 所围成的图形分别绕 x轴、y轴旋转

而成的旋转体的体积
解 所给图形绕 x轴旋转而成的旋转体的体积为


a

x dxyV 


2

0
2  




2

0
22 )cos1()cos1( dttata

 



2

0
323 )coscos3cos31( dtttta

5 2a 3

所给图形绕 y轴旋转而成的旋转体的体积是两个旋转体体积的差 设曲线左半边为 x=x1(y)、右半边为

x=x2(y) 则

 
aa

y dyyxdyyxV 2

0
2
1

2

0
2
2 )()( 
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 





0
22

2
22 sin)sin(sin)sin( tdtattatdtatta

 



2

0
23 sin)sin( tdttta 6 3a 3 

2、平行截面面积为已知的立体的体积

设立体在 x轴的投影区间为[a b] 过点 x 且垂直于 x轴的平

面与立体相截 截面面积为 A(x) 则体积元 素为 A(x)dx  立体

的体积为

dxxAV b

a
)( 

例 9 一平面经过半径为 R的圆柱体的底 圆中心  并与底面

交成角 计算这平面截圆柱所得立体的体 积
解 取这平面与圆柱体的底面的交线为 x 轴  底面上过圆

中心、且垂直于 x轴的直线为 y轴 那么底圆 的方程为 x 2 y 2R 2
立体中过点 x且垂直于 x轴的截面是一个直角 三角形 两个直角边分

别为 22 xR  及 tan22 xR   因而截面积 为

tan)(
2
1)( 22 xRxA   于是所求的立体体 积为

dxxRV R

R
tan)(

2
1 22    tan

3
2]

3
1[tan

2
1 332 RxxR R

R   

例 10 求以半径为 R的圆为底、平行且等于底圆直径的线段为顶、高为 h的正劈锥体的体积
解: 取底圆所在的平面为 x O y 平面 圆心为原点 并使 x轴与正劈锥的顶平行 底圆的方程为 x

2 y 2R 2 过 x轴上的点 x (R<x<R)作垂直于 x轴的平面 截正劈锥体得等腰三角形 这截面的面积为

22)( xRhyhxA  

于是所求正劈锥体的体积为

 
R

R
dxxRhV 22 hRdhR 22

0
22

2
1cos2 


  

3、平面曲线的弧长

设 A B 是曲线弧上的两个端点 在弧 AB上任取分点 AM0 M1 M2     Mi1 Mi   Mn1 MnB
 并依次连接相邻的分点得一内接折线 当分点的数目无限增加且每个小段 Mi1Mi都缩向一点时 如

果此折线的长




n

i
ii MM

1
1 || 的极限存在 则称此极限为曲线弧 AB的弧长 并称此曲线弧 AB是可求长

的
定理 光滑曲线弧是可求长的

（1）．直角坐标情形

设曲线弧由直角坐标方程

yf(x) (axb)

x
O

y

x

A(x)
f(x)

b
a

y=f(x)
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给出 其中 f(x)在区间[a b]上具有一阶连续导数 现在来计算这曲线弧的长度
取横坐标 x为积分变量 它的变化区间为[a b] 曲线 yf(x)上相应于[a b]上任一小区间[x xdx]

的一段弧的长度 可以用该曲线在点(x f(x))处的切线上相应的一小段的长度来近似代替 而切线上

这相应的小段的长度为

dxydydx 222 1)()(  

从而得弧长元素(即弧微分)

dxyds 21  

以 dxy 21  为被积表达式 在闭区间[a b]上作定积分 便得所求的弧长为

 
b

a
dxys 21 

在曲率一节中 我们已经知道弧微分的表达式为 dxyds 21  这也就是弧长元素因此

例 1 计算曲线 2
3

3
2 xy  上相应于 x从 a到 b的一段弧的长度

解 2
1
xy   从而弧长元素

dxxdxyds  11 2 

因此 所求弧长为

b
a

b

a
xdxxs ])1(

3
2[1 2

3
  ])1()1[(

3
2 2

3
2
3

ab  

例 12 计算悬链线 c
xcy ch 上介于 xb与 xb之间一段弧的长度

解 c
xy sh  从而弧长元素为

dxc
xdxc

xds chsh1 2  

因此 所求弧长为

 


bb

b
dxc

xdxc
xs

0
ch2ch c

bcdxc
xc b sh2]sh[2 0  

（2）参数方程情形

设曲线弧由参数方程 x(t)、y(t) (t )给出 其中(t)、(t)在[ ]上具有连续导数

因为
)(
)(
t
t

dx
dy






  dx(t)d t  所以弧长元素为

dtttdtt
t
tds )()()(
)(
)(1 22

2

2



 



 

所求弧长为

 



 dttts )()( 22 
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例 13 计算摆线 xa(sin) ya(1cos)的一拱(0  2 )的长度
解 弧长元素为

 daads 2222 sin)cos1(   da )cos1(2   da
2

sin2 

所求弧长为




2

0 2
sin2 das  2

0]
2

cos2[2  a 8a

（3）极坐标情形

设曲线弧由极坐标方程

rr() (     )
给出 其中 r()在[ ]上具有连续导数 由直角坐标与极坐标的关系可得

xr()cos yr()sin(    )
于是得弧长元素为

 dyxds )()( 22  2 2( ) ( )r r d    

从而所求弧长为

2 2( ) ( )s r r d



    

例 14 求阿基米德螺线a (a>0)相应于 从 0 到 2 一段的弧长
解 弧长元素为

 dadaads 2222 1 

于是所求弧长为

 



2

0
21 das )]412ln(412[

2
22   a 

§6 3 定积分在物理上的应用

一、变力沿直线所作的功

例 1 把一个带q电量的点电荷放在 r轴上坐标原点O处 它产生一个电场 这个电场对周围的

电荷有作用力 由物理学知道 如果有一个单位正电荷放在这个电场中距离原点 O为 r的地方 那么

电场对它的作用力的大小为

2r
qkF  (k是常数)

当这个单位正电荷在电场中从 ra处沿 r轴移动到 rb(a<b)处时 计算电场力 F对它所作的功
例 1 电量为+q的点电荷位于 r轴的坐标原点 O处它所产生的电场力使 r轴上的一个单位正电

荷从 r=a处移动到 r=b(a<b)处求电场力对单位正电荷所作的功
提示: 由物理学知道 在电量为+q的点电荷所产生的电场中 距离点电荷 r处的单位正电荷所受

到的电场力的大小为 2r
qkF  (k是常数)

解: 在 r轴上 当单位正电荷从 r移动到 r+dr时

电场力对它所作的功近似为 dr
r
qk 2 
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即功元素为 dr
r
qkdW 2 

于是所求的功为

dr
r
kqW b

a 2 b
ar

kq ]1[ )11(
ba

kq  

例 2 在底面积为 S的圆柱形容器中盛有一定量的气体 在等温条件下 由于气体的膨胀 把容

器中的一个活塞(面积为 S)从点 a处推移到点 b处 计算在移动过程中 气体压力所作的功
解 取坐标系如图 活塞的位置可以用坐标 x来表示 由物理学知道 一定量的气体在等温条件

下 压强 p与体积 V的乘积是常数 k  即

pVk 或
V
kp 

解: 在点 x处 因为 VxS 所以作在活塞上的力为

x
kS

xS
kSpF  

当活塞从 x移动到 xdx时 变力所作的功近似为 dx
x
k 

即功元素为 dx
x
kdW  

于是所求的功为

dx
x
kW b

a b
axk ][ln

a
bk ln 

例3 一圆柱形的贮水桶高为5m 底圆半径为3m 桶内盛满了水 试问要把桶内的水全部吸出需

作多少功？

解 作 x轴如图 取深度 x 为积分变量 它的变化区间为[0 5] 相应于[0 5]上任小区间[x xdx]
的一薄层水的高度为 dx 水的比重为 98kN/m3 因此如 x的单位为 m 这薄层水的重力为 9832dx
这薄层水吸出桶外需作的功近似地为

dW882xdx
此即功元素 于是所求的功为


5

0
2.88 xdxW  5

0
2
]

2
[2.88 x

2
252.88   (kj)

二、水压力

从物理学知道 在水深为 h处的压强为 ph  这里  是水的比重 如果有一面积为 A 的平板水

平地放置在水深为 h处 那么 平板一侧所受的水压力为

PpA
如果这个平板铅直放置在水中 那么 由于水深不同的点处压强 p不相等 所以平板所受水的压

力就不能用上述方法计算
例 4 一个横放着的圆柱形水桶 桶内盛有半桶水 设桶的底半径为 R 水的比重为  

计算桶的一个端面上所受的压力
解 桶的一个端面是圆片 与水接触的是下半圆 取坐标系如图
在水深 x处于圆片上取一窄条 其宽为 dx  得压力元素为

dxxRxdP 222   

所求压力为
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 
R dxxRxP
0

22  2 )()( 222
1

22
0

xRdxRR
 

RxR 0
2
3

22 ])(
3
2[   3

3
2 Rr 

三、引力

从物理学知道 质量分别为 m 1、m 2 相距为 r的两质点间的引力的大小为

2
21

r
mmGF  

其中 G为引力系数 引力的方向沿着两质点连线方向
如果要计算一根细棒对一个质点的引力 那么 由于细棒上各点与该质点的距离是变化的 且各

点对该质点的引力的方向也是变化的 就不能用上述公式来计算
例 5 设有一长度为 l 、线密度为的均匀细直棒 在其中垂线上距棒 a单位处有一质量为 m的

质点 M 试计算该棒对质点 M的引力
例 5 求长度为 l、线密度为的均匀细直棒对其中垂线上距棒 a单位处质量为 m的质点 M的引

力
解 取坐标系如图 使棒位于 y轴上 质点M位于 x轴上 棒的中点为原点O 由对称性知 引力

在垂直方向上的分量为零 所以只需求引力在水平方向的分量 取 y为积分变量 它的变化区间为

]
2

  ,
2

[ ll  在 ]
2

  ,
2

[ ll 上 y点取长为 dy 的一小段 其质量为dy 与M相距 22 yar   于是在水平方

向上 引力元素为

2222 ya
a

ya
dymGdFx





 

2/322 )( ya
dyamG


  

引力在水平方向的分量为

 
 2

2
2/322 )(

l

lx ya
dyamGF 

224
12
laa

lGm


  

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 6 周 课 次 第 11,12 次

章 节

名 称
第七章 微分方程
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授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标： 微分方程的概念及可分离变量微分方程，齐次方程的解法。

2，能力目标：掌握微分方程的解法，熟练应用。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：微分方程的解法。

难点：各个公式的熟练应用。

教学步骤及内容：

第一节 微分方程的基本概念

函数是客观事物的内部联系在数量方面的反映 利用函数关系又可以对客观事物的规律性进行

研究 因此如何寻找出所需要的函数关系 在实践中具有重要意义 在许多问题中 往往不能直接找

出所需要的函数关系 但是根据问题所提供的情况 有时可以列出含有要找的函数及其导数的关系

式 这样的关系就是所谓微分方程 微分方程建立以后 对它进行研究 找出未知函数来 这就是解

微分方程

例 1 一曲线通过点(1 2) 且在该曲线上任一点 M(x y)处的切线的斜率为 2x 求这曲线的方程

解 设所求曲线的方程为 yy(x) 根据导数的几何意义 可知未知函数 yy(x)应满足关系式(称为

微分方程)

x
dx
dy 2  (1)

此外 未知函数 yy(x)还应满足下列条件

x1 时 y2 简记为 y|x12 (2)

把(1)式两端积分 得(称为微分方程的通解)

 xdxy 2  即 yx2C (3)

其中 C是任意常数

把条件“x1 时 y2”代入(3)式 得

212C

由此定出 C1 把 C1 代入(3)式 得所求曲线方程(称为微分方程满足条件 y|x12 的解)

yx21

例 2 列车在平直线路上以 20m/s(相当于 72km/h)的速度行驶 当制动时列车获得加速度04m/s2
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问开始制动后多少时间列车才能停住 以及列车在这段时间里行驶了多少路程?

解 设列车在开始制动后 t秒时行驶了 s米 根据题意 反映制动阶段列车运动规律的函数 ss(t)

应满足关系式

4.02

2


dt
sd  (4)

此外  未知函数 ss(t)还应满足下列条件  t0 时  s0  20
dt
dsv  简记为 s|t 0=0  s  |t 0=20 

(5)

把(4)式两端积分一次 得

14.0 Ct
dt
dsv   (6)

再积分一次 得

s02t2C1t C2 (7)

这里 C1 C2都是任意常数

把条件 v|t020 代入(6)得

20C1

把条件 s|t00 代入(7)得 0C2

把 C1 C2 的值代入(6)及(7)式得

v04t 20 (8)

s02t220t (9)

在(8)式中令 v0 得到列车从开始制动到完全停住所需的时间

50
4.0

20 t (s)

再把 t50 代入(9) 得到列车在制动阶段行驶的路程

s025022050500(m)

解 设列车在开始制动后 t秒时行驶了 s米

s04 并且 s|t0=0 s|t0=20

把等式 s04 两端积分一次 得

s04tC1 即 v04tC1(C1 是任意常数)

再积分一次 得

s02t2C1t C2 (C1 C2 都 C1 是任意常数)

由 v|t020 得 20C1 于是 v04t 20

由 s|t00 得 0C2 于是 s02t220t

令 v0 得 t50(s) 于是列车在制动阶段行驶的路程 s025022050500(m)

几个概念

微分方程 表示未知函数、未知函数的导数与自变量之间的关系的方程 叫微分方程
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常微分方程 未知函数是一元函数的微分方程 叫常微分方程

偏微分方程 未知函数是多元函数的微分方程 叫偏微分方程

微分方程的阶 微分方程中所出现的未知函数的最高阶导数的阶数 叫微分方程的阶

x3 yx2 y4xy3x2 

y(4)4y10y12y5ysin2x

y(n)10

一般 n阶微分方程

F(x y y     y(n) )0

y(n)f(x y y     y(n1) ) 

微分方程的解 满足微分方程的函数(把函数代入微分方程能使该方程成为恒等式)叫做该微分

方程的解 确切地说 设函数 y(x)在区间 I上有 n阶连续导数 如果在区间 I上

F[x (x) (x)    (n) (x)]0

那么函数 y(x)就叫做微分方程 F(x y y    y(n) )0 在区间 I上的解

通解 如果微分方程的解中含有任意常数 且任意常数的个数与微分方程的阶数相同 这样的解

叫做微分方程的通解

初始条件 用于确定通解中任意常数的条件 称为初始条件 如

xx0 时 yy0  y y0 

一般写成

00
yy xx   00

yy xx   

特解 确定了通解中的任意常数以后 就得到微分方程的特解 即不含任意常数的解

初值问题 求微分方程满足初始条件的解的问题称为初值问题

如求微分方程 yf(x y)满足初始条件 00
yy xx  的解的问题 记为








 00

),(
yy
yxfy

xx


积分曲线 微分方程的解的图形是一条曲线 叫做微分方程的积分曲线

例 3 验证 函数

xC1cos ktC2 sin kt

是微分方程

02
2

2
 xk

dt
xd

的解

解 求所给函数的导数

ktkCktkC
dt
dx cossin 21  
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)sincos(sincos 21
2

2
2

1
2

2

2
ktCktCkktCkktCk

dt
xd  

将 2

2

dt
xd
及 x的表达式代入所给方程 得

k2(C1cos ktC2sin kt) k2(C1cos ktC2sin kt)0

这表明函数 xC1cosktC2sinkt 满足方程 02
2

2
 xk

dt
xd  因此所给函数是所给方程的解

例 4 已知函数 xC1cosktC2sinkt(k0)是微分方程 02
2

2
 xk

dt
xd

的通解 求满足初始条件

x| t0A x| t0 0

的特解

解 由条件 x| t0 A及 xC1 cos ktC2 sin kt 得

C1A

再由条件 x| t0 0 及 x(t) kC1sin ktkC2cos kt 得

C20

把 C1、C2的值代入 xC1cos ktC2sin kt中 得

xAcos kt

第二节 可分离变量的微分方程

1 求微分方程 y2x的通解 为此把方程两边积分 得

yx2C

一般地 方程 yf(x)的通解为 Cdxxfy  )( (此处积分后不再加任意常数)

2 求微分方程 y2xy2 的通解

因为 y是未知的 所以积分  dxxy22 无法进行 方程两边直

接积分不能求出通解

为求通解可将方程变为 xdxdy
y

21
2   两边积分 得

Cx
y

 21  或
Cx

y


 2
1 

可以验证函数
Cx

y


 2
1

是原方程的通解

一般地 如果一阶微分方程 y(x, y)能写成

g(y)dyf(x)dx

形式 则两边积分可得一个不含未知函数的导数的方程

G(y)F(x)C

由方程 G(y)F(x)C所确定的隐函数就是原方程的通解
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一阶微分方程有时也写成如下对称形式

P(x y)dxQ(x y)dy0

在这种方程中 变量 x与 y 是对称的

若把 x看作自变量、y看作未知函数 则当 Q(x,y)0 时 有

),(
),(
yxQ
yxP

dx
dy  

若把 y看作自变量、x看作未知函数 则当 P(x,y)0 时 有

),(
),(
yxP
yxQ

dy
dx  

如果一个一阶微分方程能写成

g(y)dyf(x)dx (或写成 y(x)(y))

的形式 就是说 能把微分方程写成一端只含 y的函数和 dy 另一端只含 x的函数和 dx 那么原方程

就称为可分离变量的微分方程

讨论 下列方程中哪些是可分离变量的微分方程？

(1) y2xy 是 y1dy2xdx 

(2)3x25xy0 是 dy(3x25x)dx

(3)(x2y2)dxxydy=0 不是

(4)y1xy2xy2 是 y(1x)(1y2)

(5)y10xy 是 10ydy10xdx

(6)
x
y

y
xy   不是

可分离变量的微分方程的解法

第一步 分离变量 将方程写成 g(y)dy f(x)dx的形式

第二步 两端积分   dxxfdyyg )()(  设积分后得 G(y)F(x)C

第三步 求出由 G(y)F(x)C所确定的隐函数 y(x)或 x(y)

G(y)F(x)C  y (x)或 x(y)都是方程的通解 其中 G(y)F(x)C称为隐式(通)解

例 1 求微分方程 xy
dx
dy 2 的通解

解 此方程为可分离变量方程 分离变量后得

xdxdy
y

21  

两边积分得

  xdxdy
y

21 
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即 ln|y|x2C1

从而
2

11
2 xCCx eeey   

因为 1Ce 仍是任意常数 把它记作 C 便得所给方程的通解

2xCey 

解 此方程为可分离变量方程 分离变量后得

xdxdy
y

21  

两边积分得

  xdxdy
y

21 

即 ln|y|x2lnC

从而
2xCey  

例 2 铀的衰变速度与当时未衰变的原子的含量 M成正比 已知 t0 时铀的含量为 M0 求在衰变

过程中铀含量 M(t)随时间 t变化的规律

解 铀的衰变速度就是 M(t)对时间 t的导数
dt
dM 

由于铀的衰变速度与其含量成正比 故得微分方程

M
dt
dM  

其中(>0)是常数 前的曲面号表示当 t增加时 M单调减少 即 0
dt
dM 

由题意 初始条件为

M|t0M0

将方程分离变量得

dt
M
dM  

两边积分 得   dt
M
dM )(  

即 lnMtlnC 也即 MCet

由初始条件 得 M0Ce0C

所以铀含量 M(t)随时间 t变化的规律 MM0et 

例 3 设降落伞从跳伞塔下落后 所受空气阻力与速度成正比 并设降落伞离开跳伞塔时速度为

零 求降落伞下落速度与时间的函数关系

解 设降落伞下落速度为 v(t) 降落伞所受外力为 Fmgkv( k为比例系数) 根据牛顿第二运动定

律 Fma 得函数 v(t)应满足的方程为
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kvmg
dt
dvm  

初始条件为

v|t00

方程分离变量 得

m
dt

kvmg
dv 




两边积分 得  
 m

dt
kvmg

dv 

1)ln(1 C
m
tkvmg

k
 

即
t

m
k

Ce
k
mgv


 (

k
eC
kC1

 )

将初始条件 v|t00 代入通解得
k
mgC  

于是降落伞下落速度与时间的函数关系为 )1(
t

m
k

e
k
mgv


 

例 4 有高为 1m 的半球形容器 水从它的底部小孔流出 小孔横截面面积为 1cm2 开始时容器内

盛满了水 求水从小孔流出过程中容器里水面高度 h随时间 t变化的规律

解 由水力学知道 水从孔口流出的流量 Q可用下列公式计算

ghS
dt
dVQ 262.0 

其中 0 62 为流量系数 S为孔口横截面面积 g为重力加速度 现在孔口横截面面积 S1cm2 故

gh
dt
dV 262.0  或 dtghdV 262.0 

另一方面 设在微小时间间隔[t tdt]内 水面高度由 h降至 hdh(dh0) 则又可得到

dVr2dh

其中 r是时刻 t的水面半径 右端置负号是由于 dh0 而 dV0 的缘故 又因

222 200)100(100 hhhr  

所以 dV(200hh2)dh

通过比较得到

dhhhdtgh )200(262.0 2  

这就是未知函数 hh(t)应满足的微分方程

此外 开始时容器内的水是满的 所以未知函数 hh(t)还应满足下列初始条件

h|t0100
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将方程 dhhhdtgh )200(262.0 2  分离变量后得

dhhh
g

dt )200(
262.0

2
3

2
1
  

两端积分 得

  dhhh
g

t )200(
262.0

2
3

2
1 

即 Chh
g

t  )
5
2

3
400(

262.0
2
5

2
3 

其中 C是任意常数

由初始条件得 C
g

t  )100
5
2100

3
400(

262.0
2
5

2
3 

510
15
14

262.0
)

5
200000

3
400000(

262.0


gg
C  

因此 )310107(
262.0

2
5

2
3

35 hh
g

t   

上式表达了水从小孔流出的过程中容器内水面高度 h与时间 t之间的函数关系

第三节 齐次方程

齐次方程

如果一阶微分方程 ),( yxf
dx
dy  中的函数 f(x, y)可写成

x
y
的函数 即 )(),(

x
yyxf   则称这方程为齐次方程

下列方程哪些是齐次方程？

(1) 022  xyyyx 是齐次方程 1)( 2
22





x
y

x
y

dx
dy

x
xyy

dx
dy



(2) 22 11 yyx  不是齐次方程 2

2

1
1
x
y

dx
dy


 

(3)(x2y2)dxxydy0 是齐次方程
x
y

y
x

dx
dy

xy
yx

dx
dy 

22


(4)(2xy4)dx(xy1)dy0 不是齐次方程
1
42




yx
yx

dx
dy


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(5) 0ch3)ch3sh2(  dy
x
yxdx

x
yy

x
yx 是齐次方程

x
y

x
y

dx
dy

x
yx

x
yy

x
yx

dx
dy 


 th

3
2

ch3

ch3sh2

齐次方程的解法

在齐次方程 )(
x
y

dx
dy  中 令

x
yu  即 yux 有

)(u
dx
duxu  

分离变量 得

x
dx

uu
du 
)(



两端积分 得  
 x

dx
uu

du
)(



求出积分后 再用
x
y
代替 u 便得所给齐次方程的通解

例 1 解方程
dx
dyxy

dx
dyxy  22 

解 原方程可写成

1

)( 2

2

2







x
y
x
y

xxy
y

dx
dy



因此原方程是齐次方程 令 u
x
y   则

yux
dx
duxu

dx
dy  

于是原方程变为

1
2



u
u

dx
duxu 

即
1


u
u

dx
dux 

分离变量 得

x
dxdu

u
 )11( 

两边积分 得 uln|u|Cln|x|

或写成 ln|xu|uC

以
x
y
代上式中的 u 便得所给方程的通解
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C
x
yy ||ln 

例 2 有旋转曲面形状的凹镜 假设由旋转轴上一点 O发出的一切光线经此凹镜反射后都与旋转

轴平行 求这旋转曲面的方程

解 设此凹镜是由xOy面上曲线L yy(x)(y>0)绕x轴旋转而成 光源在原点 在L上任取一点M(x,

y) 作L的切线交x轴于A 点O发出的光线经点M反射后是一条平行于x轴射线 由光学及几何原理可

以证明OAOM 因为 x
y
yOPPMOPAPOA 


 cot 

而 22 yxOM  

于是得微分方程 22 yxx
y
y 




整理得 1)( 2 
y
x

y
x

dy
dx  这是齐次方程

问题归结为解齐次方程 1)( 2 
y
x

y
x

dy
dx 

令 v
y
x   即xyv 得 12  vv

dy
dvyv 

即 12  v
dy
dvy 

分离变量 得
y
dy

v
dv 
12



两边积分 得 Cyvv lnln)1ln( 2  ,
C
yvv  12 , 1)( 22  vv

C
y ,

12
2

2


C
yv

C
y



以 yvx代入上式 得 )
2

(22 CxCy  

这是以 x轴为轴、焦点在原点的抛物线 它绕 x轴旋转所得旋转曲面的方程为

)
2

(222 CxCzy  

这就是所求的旋转曲面方程
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复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 7 周 课 次 第 13,14 次

章 节

名 称
第七章 微分方程

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标： 一阶线性微分方程，可降阶的微分方程的解法。

2，能力目标：熟练掌握一阶线性微分方程及可降阶微分方程的解法，熟练

应用。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：两个微分方程的解法。

难点：各个公式的熟练应用。

教学步骤及内容：

第四节 一阶线性微分方程

线性方程

方程 )()( xQyxP
dx
dy  叫做一阶线性微分方程

如果 Q(x)0  则方程称为齐次线性方程 否则方程称为非齐次线性方程

方程 0)(  yxP
dx
dy

叫做对应于非齐次线性方程 )()( xQyxP
dx
dy  的齐次线性方程

下列方程各是什么类型方程？

(1) y
dx
dyx  )2(  0

2
1 


 y
xdx

dy
是齐次线性方程
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(2) 3x25x5y0y3x25x  是非齐次线性方程

(3) yy cos xesin x  是非齐次线性方程

(4) yx
dx
dy 10  不是线性方程

(5) 0)1( 32  x
dx
dyy  0

)1( 2

3




y
x

dx
dy

或 3

2)1(
x
y

dy
dx   不是线性方程

齐次线性方程的解法

齐次线性方程 0)(  yxP
dx
dy

是变量可分离方程 分离变量后得

dxxP
y
dy )( 

两边积分 得

1)(||ln CdxxPy   

或 )( 1
)( CdxxP eCCey   

这就是齐次线性方程的通解（积分中不再加任意常数）

例 1 求方程 2
5

)1(
1

2 


 x
x
y

dx
dy

的通解

解 这是一个非齐次线性方程

先求对应的齐次线性方程 0
1

2 



x
y

dx
dy

的通解

分离变量得

1
2



x
dx

y
dy



两边积分得

ln y2ln (x1)ln C

齐次线性方程的通解为

yC(x1)2 用常数变易法 把 C换成 u 即令 yu(x1)2 代入所给非齐次线性方程 得

2
5

22 )1()1(
1

2)1(2)1( 


 xxu
x

xuxu

2
1

)1(  xu 

两边积分 得
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Cxu  2
3

)1(
3
2 

再把上式代入 yu(x1)2 中 即得所求方程的通解为

])1(
3
2[)1( 2

3
2 Cxxy  

解 这里
1

2)(



x

xP  2
5

)1()(  xxQ 

因为 )1ln(2)
1

2()( 


 xdx
x

dxxP 

2)1ln(2)( )1(   xee xdxxP 

2
3

2
1

22
5

)( )1(
3
2)1()1()1()(    xdxxdxxxdxexQ dxxP 

所以通解为

])1(
3
2[)1(])([ 2

3
2)()( CxxCdxexQey dxxPdxxP   

例 2 有一个电路如图所示 其中电源电动势为 EEmsint(Em、都是常数) 电阻 R和电感 L都是常

量 求电流 i(t)

解 由电学知道 当电流变化时 L上有感应电动势
dt
diL  由回路电压定律得出

0 iR
dt
diLE 

即
L
Ei

L
R

dt
di  

把 EEmsin t代入上式 得

t
L
Ei

L
R

dt
di m  sin 

初始条件为 i|t00

方程 t
L
Ei

L
R

dt
di m  sin 为非齐次线性方程 其中

L
RtP )(  t

L
EtQ m  sin)(  

由通解公式 得

])([)( )()( CdtetQeti dttPdttP   ) sin( Cdtet
L
Ee

dt
L
R

mdt
L
R

 



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)sin( Cdttee
L
E t

L
Rt

L
R

m  




t
L
R

m CetLtR
LR

E 



 ) cos  sin(222 




其中 C为任意常数

将初始条件 i|t00 代入通解 得 222
 

LR
LEC m





 

因此 所求函数 i(t)为

) cos  sin( )( 222222 tLtR
LR

Ee
LR

LEti mt
L
R

m 














第五节 可降阶的高阶微分方程

一、y(n)f (x)型的微分方程

解法 积分 n 次

1
)1( )( Cdxxfy n  

21
)2( ])([ CdxCdxxfy n   

  
例 1 求微分方程 ye2xcos x 的通解
解 对所给方程接连积分三次 得

1
2 sin

2
1 Cxey x  

21
2 cos

4
1 CxCxey x  

32
2

1
2

2
1sin

8
1 CxCxCxey x  

这就是所给方程的通解

或 1
2 2sin

2
1 Cxey x  

21
2 2cos

4
1 CxCxey x  

32
2

1
2 sin

8
1 CxCxCxey x  

这就是所给方程的通解
例 2 质量为 m的质点受力 F的作用沿 Ox轴作直线运动 设力 F仅是时间 t的函数FF(t) 在开

始时刻 t0 时 F(0)F0 随着时间 t的增大 此力 F均匀地减小 直到 tT时 F(T)0 如果开始时质点

位于原点 且初速度为零 求这质点的运动规律
解 设 xx(t)表示在时刻 t时质点的位置 根据牛顿第二定律 质点运动的微分方程为

)(2

2
tF

dt
xdm  
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由题设 力 F(t)随 t增大而均匀地减小 且 t0 时 F(0)F0 所以 F(t)F0kt 又当 tT时 F(T)0 从而

)1()( 0 T
tFtF  

于是质点运动的微分方程又写为 )1(0
2

2

T
t

m
F

dt
xd  

其初始条件为 0| 0tx  0| 0tdt
dx 

把微分方程两边积分 得

1
2

0 )
2

( C
T
tt

m
F

dt
dx  

再积分一次 得

21
3

20 )
62

1( CtC
T
tt

m
Fx  

由初始条件 x|t00 0| 0tdt
dx 

得 C1C20
于是所求质点的运动规律为

)
62

1(
3

20
T
tt

m
Fx   0tT

解 设 xx(t)表示在时刻 t时质点的位置
根据牛顿第二定律 质点运动的微分方程为

mxF(t)
由题设 F(t)是线性函数 且过点(0 F0)和(T 0)

故 1)(
0


T
t

F
tF

 即 )1()( 0 T
tFtF  

于是质点运动的微分方程又写为

)1(0
T
t

m
Fx  

其初始条件为 x|t00 x|t00
把微分方程两边积分 得

1
2

0 )
2

( C
T
tt

m
Fx  

再积分一次 得

2
3

20 )
62

1( C
T
tt

m
Fx  

由初始条件 x|t00 x|t00
得 C1C20
于是所求质点的运动规律为

)
62

1(
3

20
T
tt

m
Fx   0tT

二、y f(x y)型的微分方程

解法 设 yp则方程化为
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pf(x p)
设 pf(x p)的通解为 p(xC1) 则

),( 1Cxdx
dy  

原方程的通解为

21),( CdxCxy  

例 3 求微分方程

(1x2)y2xy
满足初始条件

y|x01 y|x03
的特解

解 所给方程是 yf(x y)型的 设 yp 代入方程并分离变量后 有

dx
x
x

p
dp

21
2


 

两边积分 得
ln|p|ln(1x2)C

即 pyC1(1x2) (C1eC)
由条件 y|x03 得 C13
所以 y3(1x2)
两边再积分 得 yx33xC2
又由条件 y|x01 得 C21
于是所求的特解为

yx33x1

三、yf(y y)型的微分方程

解法 设 yp有

dy
dpp

dx
dy

dy
dp

dx
dpy  

原方程化为

),( pyf
dy
dpp  

设方程 ),( pyf
dy
dpp  的通解为 yp(y C1) 则原方程的通解为

2
1),(

Cx
Cy

dy  

例 5 求微分 yyy20 的通解
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解 设 yp 则
dy
dppy  

代入方程 得

02  p
dy
dpyp 

在 y0、p0 时 约去 p并分离变量 得

y
dy

p
dp  

两边积分得

ln|p|ln|y|lnc
即 pCy或 yCy(Cc)
再分离变量并两边积分 便得原方程的通解为

ln|y|Cxlnc1
或 yC1eCx (C1c1)

例 5 求微分 yyy20 的通解
解 设 yp 则原方程化为

02  p
dy
dpyp 

当 y0、p0 时 有

01  p
ydy

dp


于是 yCep
dy
y

1

1

 

即 yC1y0
从而原方程的通解为

xCdxC eCeCy 11
22  

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 8 周 课 次 第 15 次

章 节

名 称
§9.1 多元函数的基本概念

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1，知识目标： 掌握关于多元函数的区域、极限以及多元函数概念，掌握

多元函数的连续性定理，能够判断多元函数的连续性，能够求出连续函数

在连续点的极限。

2，能力目标：掌握多元与一元的区别，熟练应用。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：多元函数概念和极限，多元函数的连续性定理。

难点： 计算多元函数的极限。

教学步骤及内容：

一、多元函数的概念

讨论一元函数时，经常用到邻域和区间的概念。由于讨论多元函数的需要，我们首先把邻域和

区间概念加以推广，同时还要涉及其它一些概念。

1．邻域

设 ),( 000 yxp 是 xoy平面上的一个点， 是某一正数。与点 ),( 000 yxp 距离小于 的点 ( , )p x y

的 全 体 ， 称 为 点 0P 的  邻 域 ， 记 为 0(U P ） 或 ),( 0 PU ， 即

),( 0 PU = }{ 0 PPP ，

也就是 ),( 0 PU = { ),( yx │  2
0

2
0 )()( yyxx }。

在几何上， ),( 0 PU 就是 xoy平面以上点 ),( 000 yxp 为中心、 0 为半径的圆的内部的点

),( yxP 的全体。

如 果 去 掉 领 域 的 中 心 ， 称 为 点 P0 的 去 心  邻 域  记 作
0

0( )U P 或 ) ,( 0 PU


 即
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}||0 |{) ,( 00   PPPPU




注 如果不需要强调邻域的半径 则用 U (P0)表示点 P0的某个邻域 点 P0的去心邻域记作 )( 0PU




2．区域

设 E 是平面上的一个点集，P 是平面上的一个点。如果存在点 P的某一邻域 EPU )( ，则称 P为 E

的内点（画图 6-1 显示）。显然， E的内点属于 E。

如果 E的点都是内点，则称 E为开集。例如，点集

}41),{( 22
1  yxyxE 中每个点都是 E 1 的内点，因此 E 1为开集。

如果点 P的任一邻域内既有属于 E的点，也有不属于 E的点（点 P本身可以属于 E，也可以不

属于 E），则称 P为 E的边界点（图 6-2 显示）。E的边界点的全体称为 E的边界。例如上例中，E 1

的边界是圆周 122  yx 和
22 yx  =4。

设 E是开集。如果对于 E内任何两点，都可用折线连结起来，且该折线上的点都属于 E，则称

开集 E是连通的。

连通的开集称为区域或开区域。例如， }0),{(  yxyx 及 }41),{( 22  yxyx 都是区域。

开区域连同它的边界一起，称为闭区域，例如

{ ),( yx │ yx  ≥0}及{ ),( yx │1≤ 22 yx  ≤4}

都是闭区域。

对于点集 E，如果存在正数 K，使一切点 P∈ E与某一定点 A 间的距离|A P |不超过 K，即

|AP |≤k, 对一切 P∈ E成立，

则称 E为有界点集，否则称为无界点集。例如，{ ),( yx │1≤ 22 yx  ≤4}是有界闭区域，{ ),( yx │

yx  >0}是无界开区域。

3． n维空间

我们知道，数轴上的点与实数有一一对应关系，从而实数全体表示数轴上一切点的集合，即直

线。在平面上引入直角坐标系后，平面上的点与二元数组 ),( yx 一一对应，从而二元数组 ),( yx 全体

表示平面上一切点的集合，即平面。在空间引入直角坐标系后，空间的点与三元数组（ zyx ,, ）一

一对应，从而三元数组（ zyx ,, ）全体表示空间一切点的集合，即空间。一般地，设n为取定的一个

自然数，我们称 n元数组（ nxxx ,,, 21  ）的全体为 n维空间，而每个n元数组 ),,,( 21 nxxx  称为 n
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维空间中的一个点，数 xi称为该点的第 i 个坐标。 n维空间记为 Rn。

n维空间中两点 ),,,( 21 nxxxP  及 ),,,( 21 nxxxQ  间的距离规定为

22
22

2
11 )()()( nn xyxyxyPQ   。

容易验知，当 n =1，2，3 时，由上式便得解析几何中关于直线（数轴），平面，空间内两点的距离。

前面就平面点集来陈述的一系列概念，可推广到 n维空间中去。例如，设
nRP 0 ， 是某一正

数，则 n维空间内的点集

),( 0 PU = },{ 0
nRPPPP  

就定义为点 0P 的 邻域。以邻域概念为基础，可定义内点、边界点、区域、聚点等一系列概念。

4、二元函数概念

在很多自然现象以及实际问题中，经常遇到多个变量之间的依赖关系，举例如下：

例 1 圆柱体的体积 V 和它的底半径 r、高 h之间具有关系

hrV 2 。

这里，当 r、 h在集合 }0,0),{(  hrhr 内取定一对值 ),( hr 时，V 的对应值就随之确定。

例 2 一定量的理想气体的压强 p、体积V 和绝对温度T 之间具有关系

p =
V
RT

，

其中 R为常数。这里，当V 、T 在集合 }0,0),{(  TVTV 时， p的对应值就随之确定。

例 3 设 R是电阻 1R 、 2R 并联后的总电阻，由电学知道，它们之间具有关系
21

21

RR
RR

R


 ，对

应值就随之确定。

上面三个例子的具体意义虽各不相同，但它们却有共同的性质，抽象出这些共性就可得出以下

二元函数的定义。

定义 1 设D是平面上的一个点集。如果对于每个点 DyxP ),( ，变量 z按照一定法则总有确

定的值和它对应，则称 z是变量 yx、 的二元函数（或点 P的函数），记为 ),( yxfz  （或 )(Pfz  ）。

点集D称为该函数的定义域， yx、 称为自变量，z也称为因变量。数集 }),(),,({ Dyxyxfzz 

称为该函数的值域。
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z是 yx, 的函数也可记为 ),( yxzz  ， ),( yxz  等等。

类似地可以定义三元函数 ),,( zyxfu  以及三元以上的函数。一般的，把定义 1 中的平面点

集D换成 n维空间内的点集D，则可类似地可以定义n元函数 ),,,( 21 nxxxfu  。n元函数也可

简记为 )(Pfu  ，这里点 DxxxP n ),,,( 21  。当 1n 时，n元函数就是一元函数。当 2n 时，

n元函数就统称为多元函数。

关于多元函数定义域，与一元函数类似，我们作如下约定：在一般地讨论用算式表达的多元函

数 )(Pfu  时，就以使这个算式有确定值 u 的自变量所确定的点集为这个函数的定义域。例如，函

数 )ln( yxz  的定义域为 }0){(  yxyx （如图），就是一个无界开区域；又如，

)arcsin( 22 yxz  的定义域为 }1){( 22  yxyx （如图），这是一个闭区域。

设函数 ),( yxfz  的定义域为 D 。对于任意取定的点 DyxP ),( ，对应的函数值为

),( yxfz  。这样，以 x 为横坐标、 y 为纵坐标、 ),( yxfz  为竖坐标在空间就确定一点

),,( zyxM 。当 ),( yx 遍取D上的一切点时，得到一个空间点集

}),(),,(),,{( Dyxyxfzzyx  ，

这个点集称为二元函数 ),( yxfz  的图形（图 8-5）。通常我们也说二元函数的图形是一张曲面。

例如，由空间解析几何知道，线形函数 cbyaxz  的图形是一张平面；由方程

2222 azyx  所确定的函数 ),( yxfz  的图形是球心在圆点、半径的为 a球面，它的定义域是

图 8-3 图 8-4

x+y=0
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圆形闭区域 }),{( 222 ayxyxD  。 在 D 的内部任一点 ),( yx 处，这函数有两个对应值，一个

为
222 yxa  ，另一个为—

222 yxa  。因此，这是多值函数。我们把它分成两个单值函数：

222 yxaz  及
222 yxaz  ，前者表示上半球面，后者表示下半球面。以后除了对

多元函数另做声明外，总假定所讨论的函数是单值的；如果遇到多值函数，可以把它拆成几个单值

函数后再分别加以讨论。

二、二元函数的极限

我们先讨论二元函数 ),( yxfz  当 0xx ， 0yy ，即 ),(),( 000 yxPyxP  时的极限。

这里 0PP 表示点 P 以任何方式趋于点 0P ，也就是点 P 与点 0P 间的距离趋于零，即

0)()( 2
0

2
00  yyxxPP 。

与一元函数的极限概念类似，如果在 ),(),( 000 yxPyxP  的过程中，对应的函数值 ),( yxf 无

限接近一个确定的常数 A，我们就说 A 是函数 0xx ， 0yy 时的极限。下面用“   ”语言

描述这个极限概念。

定义 2 设函数 ),( yxf 在区域D内有定义， ),( 000 yxP 是D的内点或边

界点， A 是常数。如果对于任意给定的正数  ，总存在正数  ，使得对于适合不等式

 2
0

2
00 )()(0 yyxxPP 的一切点 DyxP ),( ，都有  Ayxf ),( 成立，则称

常数 A为函数 ),( yxf 当 0 0( , ) ( , )x y x y 时的（二重）极限，记作
0

0

lim ( , )
x x
y y

f x y A



 ，

或 Ayxf ),( （ 0P P ）。

为了区别于一元函数的极限，我们把二元函数的极限叫做二重极限。

例 4 设
2 2

2 2

3 5( , ) ,x yf x y
x y





（ 022  yx ），求证 0),(lim
0
0





yxf
y
x

。

证 因为

2 2
2 2

2 2

3 5( , ) 0 5x yf x y x y
x y


   


，所以，对任给 0 ，取 ,
5
  ，则当

 22 )0()0(0 yx 时，总有

( , ) 0 ,f x y   所以 0),(lim
0




yxf
xx

。
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我们必须注意，所谓二重极限存在，是指 ),( yxP 以任何方式趋于 ),(0 yxP 时，函数都无限接近

于 A。因此，如果 ),( yxP 以某一种特殊方式，例如沿着一条直线或定曲线趋于 ),(0 yxP 时，即使函

数无限接近于某一确定值，我们还不能由此断定函数的极限存在。但是反过来，如果当 ),( yxP 以不

同方式趋于 ),(0 yxP 时，函数趋于不同的值，那么就可以断定这函数的极限不存在。下面用例子来

说明这种情形。

考察函数












,0,0

,0,
),(

22

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf

显然，当点 ),( yxP 沿 x轴趋于点 )0,0( 时， 00lim)0,(lim
00


 xx

xf ；又当点 ),( yxP 沿 y 轴

趋于点 )0,0( 时， 00lim),0(lim
00


 yy

yf 。

虽然点 ),( yxP 以上述两种特殊方式(沿 x 轴或沿 y 轴)趋于原点时函数的极限存在并且相等,但是

),(lim
0
0

yxf
y
x



并 不 存 在 . 这 是 因 为 当 点 ),( yxP 沿 着 直 线 kxy  趋 于 点 )0,0( 时 , 有

2222

2

022
0

0 1
limlim

k
k

ykx
kx

yx
xy

x
kxy

x 





 



。

显然它是随着 k的值的不同而改变的.

以上关于二元函数的极限概念,可相应的推广到 n元函数 )(Pfu  即 ),,,( 21 nxxxfu  上

去。

关于多元函数极限的运算,有与一元函数类似的运算法则.

例 5 求
x
xy

y
x

)sin(lim
2
0




.

解： 这里
x
xyyxf )sin(),(  在区域 }0),{(1  xyxD 和区域 }0),{(2  xyxD 内都有定

义， )2,0(0P 同时为 1D 及 2D 的边界点。但无论在 1D 内还是在 2D 内考虑，下列运算都是正确的：

221lim)sin(lim)sin(lim
20

2
0







y
xy
xy

x
xy

yxy
y
x

。
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例 5 求
0
0

lim .
1 1x

y

xy
xy

  

解：
0 0 0
0 0 0

( 1 1)
lim lim lim( 1 1) 2

1 1x x x
y y y

xy xyxy xy
xyxy  

  

 
    

 
。

例 6 求 2 2

2 2

2 20
2

1 cos( )lim .
( ) x yx

y

x y
x y e



 



解： 2 2 2 2

2 2
2

2 2

2 2 2 20 0
2 2

2sin .1 cos( ) 2lim lim
( ) ( )x y x yx x

y y

x y
x y

x y e x y e 
 


 


 

2 2

2 2
2

2 2
2

2 20
2

2sin
2lim[ ] 1 0 0

2 x yx
y

x y
x y

x y e





    


三、二元函数的连续性

明白了函数极限的概念，就不难说明多元函数的连续性。

定义 3 设函数 ),( yxf 在区域D内有定义， ),( 000 yxP 是D的内点或边界点且 DP 0 。如果

),(),(lim 00

0
0

yxfyxf
yy
xx





,

则称函数 ),( yxf 在点 ),( 000 yxP 连续。

如果函数 ),( yxf 在区域 D内的每一点连续，那么就称函数 ),( yxf 在 D内连续，或者称

),( yxf 是D内的连续函数。

以上关于二元函数的连续性概念，可相应地推广到 n元函数 )(Pf 上去。

若函数 ),( yxf 在点 ),( 000 yxP 不连续，则称 0P 为函数 ),( yxf 的间断点。这里顺便指出：如果

在区域D内某些孤立点，或者沿 D 内某些曲线，函数 ),( yxf 没有定义，但在D内其余部分都有定

义，那么这些孤立点或这些曲线上的点，都是函数 ),( yxf 的不连续点，即间断点。

前面已经讨论过的函数

2 2
2 2

2 2

, 0,
( , )

0, 0,

xy x y
x yf x y

x y

    
  
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当 0xx ， 0yy 时的极限不存在，所以点 )0,0( 是该函数的一个间断点。二元函数的间断点可以

形成一条曲线，例如函数

1
1sin 22 


yx

z

在圆周 122  yx 上没有定义，所以该圆周上各点都是间断点。

与闭区域上一元连续函数的性质相类似，在有界闭区域上多元连续函数也有如下性质。

性质 1（最大值和最小值定理） 在有界闭区域 D上的多元连续函数，在D上一定有最大值和

最小值。这就是说，在D上至少有一点 1P及一点 2P ，使得 )( 1Pf 为最大值而 )( 2Pf 为最小值，即对

于一切 P∈D, 有

)()()( 12 PfPfPf  .

性质 2（介值定理） 在有界闭区域D上的多元连续函数，如果在D上取得两个不同的函数值，

则它在D上取得介于这两个值之间的任何值至少一次。特殊地，如果  是函数在D上的最小值m和

最大值M 之间的一个数，则在D上至少有一点Q，使得 )(Qf 。

一元函数中关于极限的运算法则，对于多元函数仍然适用；根据极限运算法则， 可以证明多元

连续函数的和、差、积均为连续函数；在分母不为零处，连续函数的商是连续函数。多元连续函数

的复合函数也是连续函数。

与一元的初等函数相类似，多元初等函数是可用一个式子所表示的多元函数，而这个式子是由

多元多项式及基本初等函数经过有限次的四则运算和复合步骤所构成的（这里指出，基本初等函数

是一元函数，在构成多元初等函数时，它必须与多元函数复合）。例如，

2

22

1 x
yxx




是两个多项式之商，它是多元初等函数。又例如 )sin( yx  是由基本初等函数 sin 与多项式

yx  复合而成的，它也是多元初等函数。

根据上面指出的连续函数的和、差、积、商的连续性以及连续函数的复合的连续性，再考虑到

多元多项式及基本初等函数的连续性，我们进一步可以得出如下结论：

一切多元初等函数在其定义区域内是连续的。所谓定义区域是指包含在定义域内的区域或闭区

域。
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由多元初等函数的连续性，如果要求它在点 0P 处的极限，而该点又在此函数的定义区域内，则

极限值就是函数在该点的函数值，即

)()(lim 0
0

PfPf
PP




.

例 7 求
xy
yx

y
x






2
1

lim .

解 函数
xy
yxyxf 

),( 是初等函数，它的定义域为 }0,0),{(  yxyxD 。

因D不是连通的，故D不是区域。但 }0,0),{(1  yxyxD 是区域，且 DD 1 ，所以D是函

数 ),( yxf 的一个定义区域。因 10 )2,1( DP  , 故

2
3)2,1(lim

2
1







f
xy
yx

y
x

.

如果这里不引进区域 1D ，也可用下述方法判定函数 ),( yxf 在点 )2,1(0P 处是连续的：因 0P 是

),( yxf 的定义域D的内点，故存在 0P 的某一邻域 DPU )( 0 ，而任何邻域都是区域，所以 )( 0PU

是 ),( yxf 的一个定义区域，又由于 ),( yxf 是初等函数，因此 ),( yxf 在点 0P 处连续。

一般地，求 )(lim
0

Pf
PP

，如果 )(Pf 是初等函数，且 0P 是 )(Pf 的定义域的内点，则 )(Pf 在点

0P 处连续，于是 )()(lim 0
0

PfPf
PP




。

例 8 求
2 21

0

cos( )lim
y

x
y

x e
x y






。

解：函数
2 2

cos( )( , )
yx ef x y

x y





是初等函数，而点 0 (1,0)P 在其定义域内，所以 ( , )f x y 在点 0P

处连续。

2 21
0

cos( )lim (1,0) 1.
y

x
y

x e f
x y




 



小结：本节在一元函数的基础上，讨论多元函数的基本概念。讨论中我们以二元函数为主，针对二

元函数的极限及连续予以重点介绍。从二元函数到二元以上的多元函数则可以类推。
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复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 8 周 课 次 第 16 次

章 节

名 称
§9.2 偏导数

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1，知识目标： 偏导数的定义，判断二元函数偏导数的存在性，计算二元、

多元函数的偏导数。

2，能力目标：能熟练求多元函数的偏导数。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：偏导数的定义，判断二元函数偏导数的存在性，计算二元、多元函数的偏导数。

难点： 判断二元函数偏导数的存在性，计算多元函数的偏导数。

教学步骤及内容：

一、导数的定义

在研究一元函数时，我们从研究函数的变化率引入了导数概念。对于多元函数同样需要讨论它

的变化率。但多元函数的自变量不止一个，因变量与自变量的关系要比一元函数复杂得多。在这一

节里，我们首先考虑多元函数关于其中一个自变量的变化率。以二元函数 ),( yxfz  为例，如果只

有自变量 x变化，而自变量 y 固定（即看作常量），这时它就是 x的一元函数，这函数对 x的导数，

就称为二元函数 z对于 x的偏导数，即有如下定义：

定义 设函数 z = f ),( yx 在点 ),( 00 yx 的某一邻域内有定义，当 y固定在 0y 而 x在 0x 处有增量
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x 时，相应地函数有关于 x的偏增量，记为 xz ，即

0 0 0 0( , ) ( , )xz f x x y f x y    

如果
0

lim x

x

z
x 




 0
lim
x x

yxfyxxf


 ),(),( 0000

存在，则称此极限值为函数 ),( yxfz  在点 ),( 00 yx 处对 x的偏导数，记作

0
0
yy
xxx

z





,

0
0
yy
xxx

f





,

0
0
yy
xxxz 

 或 xf ),( 00 yx

即
000 lim),(




xx yxf
x

yxfyxxf


 ),(),( 0000 . (1)

类似地，函数 ),( yxfz  在点 ),( 00 yx 处对 y的偏导数定义为

yf ),( 00 yx =
0

lim
y y

yxfyyxf


 ),(),( 0000 (2)

记作

0
0
yy
xxy

z





,

0
0
yy
xxy

f





,

0
0
yy
xxyz


 或 yf ),( 00 yx

于 E。如果函数 ),( yxfz  在开区域 D 内每一点 ),( yx 处对 x的偏导数都存在，那么这个偏导

数就是 yx、 的函数，它就称为函数 ),( yxfz  对自变量 y 的偏导数，记作
x
z



,
x
f



, xz 或

xf ),( yx

类似地，可以定义函数 ),( yxfz  对自变量 y 的偏导数，记作

y
z



,
y
f



, yz 或 yf ),( yx

偏导数的概念还可以推广到二元以上的函数。例如三元函数 u = f ( zyx ,, ) 在点 ( zyx ,, ) 处对

x的偏导数定义为

x
zyxfzyxxfzyxf

x
x 






),,(),,(),,( 0

0
lim

其中 ( zyx ,, )是函数 ),,( zyxfu  的定义域的内点。它们的求法也仍旧是一元函数的微分法问题。

二元函数 ),( yxfz  在点 ),( 00 yx 的偏导数有下述几何意义。
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设 )),(,,( 00000 yxfyxM 为曲面 ),( yxfz  上的一点，过 0M 作平面 0yy  ，截此曲面得一曲

线，此曲线在平面 0yy  上的方程为 ),( 0yxfz  ，则导数
0

|),( 0 xxyxf
dx
d

 , 即偏导数 ),( 00 yxf x ,

就是这曲线在点 0M 处的切线 xTM 0 对 x轴的斜率（见图 8-6）。同样，偏导数 ),( 00 yxf y 的几何意义

是曲面被平面 0xx  所截得的曲线在点 0M 处的切线 yTM 0 对 y轴的斜率。

我们已经知道，如果一元函数在某点具有导数，则它在该点必定连续。但对于多元函数来说，

即使各偏导数在某点都存在，也不能保证函数在该点连续。这是因为各偏导数存在只能保证点 P沿

着平行于坐标轴的方向趋于 0P 时，函数值 )(Pf 趋于 )( 0Pf ,但不能保证点 P按任何方式趋于 0P 时，

函数值 )(Pf 都趋于 )( 0Pf 。例如，函数












,0,0

,0,
),(

22

22
22

yx

yx
yx

xy
yxfz

在点（0，0）对 x的偏导数为

0)0,0()0,0()0,0( lim
0







 x
fxff

x
x

同样有

0)0,0()0,0()0,0( lim
0







 y
fyff

y
y

但是我们在第一节中已经知道这函数在点（0，0）并不连续。

二、偏导数的计算

由偏导数的概念可知，f ),( yx 在点处对 ),( 00 yx 处对 x的偏导数 xf ),( 00 yx 显然就是偏导函数
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xf ),( yx 在点 ),( 00 yx 处的函数值； yf ),( 00 yx 就是偏导函数 yf ),( yx 在点 ),( 00 yx 处的函数值。

就象一元函数的导函数一样，以后在不至于混淆的地方也把偏导函数简称为偏导数。

至于实际求 ),( yxfz  的偏导数，并不需要用新的方法，因为这里只有一个自变量在变动，另

一个自变量是看作固定的，所以仍就是一元函数的微分法问题。求
x
f



时，只要把 y 暂时看作常量

而对 x求导数；求
y
f



时，则只要把 x暂时看作常量而对 y 求导数。

例 1 求
22 3 yxyxz  在点(1, 2)处的偏导数。

解 把 y 看作常量，得 yx
x
z 32 



把 x 看作常量，得 yx
y
z 23 



将 (1, 2)代入上面的结果，就得

823121
2 


 


x
yx

z
， 722131

2 

 


x
yy

z
。

例 2 求
2 sin 2z x y 的偏导数

解: 22 sin 2 , 2 cos 2z zx y x y
x y
 

 
 

例 3 设

1 1( )
,x yz e

 
 求证：

2 zx
x



+ 2y z
y
z 2



证 因为，

1 1( )

2

1 x yz e
x x

 



，

1 1( )

2

1 x yz e
x y

 



。

所以
2 zx
x



+ 2y
1 1( )

2 2x yz e z
y

 
 



例 4 求 .
y
zu x 的偏导数。

解：
1y

zu y x
x z





，

1 ln
y
zu x x

y z





， 2 ln
y
zu y x x

z z


 


。

证 因为
1


 yyx
x
z

, xx
y
z y ln



,
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所以
y
x

x
z



+
xln

1
y
z



= 1yyx
y
x

+ zxxxx
x

yyy 2ln
ln
1



例 5 已知理想气体的状态方程 RTpV  ( R为常量) ，求证：

V
p




·
T
V



·
p
T



=－1.

证 因为
V
RTp  ,

V
p




=－ 2V
RT

;
p
RTV  ,

T
V



=
p
R

;

R
pVT  ,

p
T



=
R
V

;

所以
V
p




·
T
V



·
p
T



=－ 2V
RT

·
p
R

·
R
V

=－
pV
RT

=－1.

三 高阶偏导数

设函数 ),( yxfz  在区域D内具有偏导数

),( yxf
x
z

x



, ),( yxf
y
z

y



,

那么在 D 内 ),( yxf x 、 ),( yxf y 都是 yx， 的函数。如果这两个函数的偏导数也存在，则称它们是

函数 ),( yxfz  的二阶偏导数。按照对变量求导次序的不同有下列四个二阶偏导数：














x
z

x
= ),(2

2

yxf
x
z

xx



, 












x
z

y
= ),(

2

yxf
yx
z

xy



,















y
z

x
= ),(

2

yxf
xy
z

yx



, 














y
z

y
= ),(2

2

yxf
y
z

yy



其中第二、三个偏导数称为混合偏导数。同样可得三阶、四阶、以及 n阶偏导数。二阶及二阶以上

的偏导数统称为高阶偏导数。

例 6 设 13 323  xyxyyxz ，求 2

2

x
z




、
xy
z


 2

、
yx
z


2

、 2

2

y
z




及 3

3

x
z




。

解
x
z



= yyyx  322 33 ,
y
z



= xxyyx  23 92 ；
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2

2

x
z




= 26xy ,
xy
z


 2

= 196 22  yyx ；

yx
z


 2

= 196 22  yyx , 2

2

y
z




= xyx 1818 2  ；

3

3

x
z




= 6 y

我们看到例 6 中两个二阶混合偏导数相等，即
xy
z


 2

=
yx
z


 2

这不是偶然的。事实上，我们有下

述定理。

定理 如果函数 ),( yxfz  的两个二阶混合偏导数
xy
z


2

及
yx
z


2

在区域 D 内连续，那么在

该区域内这两个二阶混合偏导数必相等。

换句话说，二阶混合偏导数在连续的条件下与求导的次序无关。这定理的证明从略。

对于二元以上的函数，我们也可以类似地定义高阶偏导数。而且高阶混合偏导数在偏导数连续

的条件下也与求导的次序无关。

例 7 函数 arctan yz
x

 ， 求二阶偏导数。

解：由 2 2 2 2,z y z x
x x y y x y
 

  
   

，于是

2

2 2 2 2 2 2 2

2 2,
( ) ( )

z xy z xy
x x y y x y
 

  
   

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) 2
( ) ( )

z x y y y y x
x y x y x y
    

  
   

例 8 证明函数
r

u 1
 ，满足方程 2

2

x
u




+ 2

2

y
u




+ 2

2

z
u




=0 ,

其中
222 zyxr  .

证
x
u



=－ 2

1
r x

r



=－ 2

1
r

·
r
x

=－ 3r
x

,

2

2

x
u




=－ 3

1
r

+ 4

3
r
x
·

x
r



=－ 3

1
r

+ 5

23
r
x

.
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由于函数关于自变量的对称性，所以

2

2

y
u




=－ 3

1
r

+ 5

23
r
y

, 2

2

z
u




=－ 3

1
r

+ 5

23
r
z

.

因此 2

2

x
u




+ 2

2

y
u




+ 2

2

z
u




=－ 3

3
r

+ 5

222 )(3
r

zyx 
=－ 3

3
r

+ 5

23
r
r

=0.

例 8 中这个方程都叫做拉普拉斯(Laplace)方程，它是数学物理方程中一种很重要的方程。

小结：本节在一元函数微分学的基础上，讨论多元函数（以二元函数为重点）偏导数的

定义及存在条件和求法，这是多元函数微分学的基础。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 9 周 课 次 第 17,18 次

章 节

名 称
§9.3 全微分

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标： 学习和掌握多元函数（以二元函数为主）全微分的定义，

掌握二元函数可微与偏导数存在之间的关系，会求多元函数的全微分。

2，能力目标：能熟练求多元函数的全微分。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

重点：可微与偏导数存在之间的关系，多元函数的全微分。

难点： 计算多元函数的全微分。



《高等数学》教案

64
师范教育系

难 点

一、全微分的定义

在实际问题中，有时需要研究多元函数中各个自变量都取得增量时因变量所获得的增量，即所

谓全增量的问题下面以二元函数为例进行讨论

设函数 ),( yxfz  在点 ),( yxP 的某一邻域内有定义，并设 ),`( yyxxP  为这邻域内的任

意一点，则称这两点的函数值之差 ),(),( yxfyyxxf  为函数在点 P 对应于自变量增量 x 、

y 的全增量，记作 z ，即

),(),( yxfyyxxfz 

一般说来，计算全增量△z 比较复杂.与一元函数的情形一样，我们希望用自变量的增量 x 、 y

的线性函数来近似的代替函数的全增量 z ,从而引入如下定义

定义 如果函数 ),( yxfz  在点 ),( yxP 的全增量

),(),( yxfyyxxfz  （1）

可表示为 )(oyBxAz  ， （2）

其中 A、B不依 y 赖于 x 、 y 而仅与 yx、 有关，
22 )()( yx ＝ ，则称函数 ),( yxfz 

在点 ),( yxP 可微分，而 yBxA  称为函数 ),( yxfz  在点 ),( yxP 的全微分，记作 dz，即

yBxAdz  。

如果函数在区域D内每一点处都可微分，那末称这函数在D内可微分。

在第二节中曾指出，多元函数在某点的各个偏导数即使都存在，却不能保证函数在该点连续。

但是，由上述定义可知，如果函数 ),( yxfz  在点 ),( yxP 可微分，那末函数在该点必定连续。事

实上，这时由（2）式可得

0 0
lim lim[ ( )] 0z A x B y o
 


 
       ，

即
0 0

lim lim[ ( , ) ( , )] 0z f x x y y f x y
  

      从而

0
0

lim ( , ) ( , )
x
y

f x x y y f x y
 
 

     。因此函数 ),( yxfz  在点 ),( yxP 处连续。

二、可微分的条件
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下面讨论函数 ),( yxfz  在点 ),( yxP 可微分的条件。

定理 1（必要条件）如果函数 ),( yxfz  在点 ),( yxP 可微分，则该函数在点 ),( yxP 的偏导数

x
z



、
y
z



必定存在，且 dz =
x
z

 x +

y
z

 y 。 （3）

证 设函数 ),( yxfz  在点 ),( yxP 可微分。于是，对于点 P 的某个邻域的任意一点

),(' yyxxP  ，（2）式总成立。特别当 0y 时（2）式也应成立，这时 || x ，所以（2）

式成为

|)(|),(),( xoxAyxfyxxf  。

上式两边各除以 x ，再令 0x 而取极限，就得

0

( , ) ( , )lim
x

f x x y f x y
x 

  


= A，

从而偏导数
x
z



存在，且等于 A。 同样可证
y
z



= B。所以（3）式成立。证毕。

由于自变量的增量等于自变量的微分，即 ,x dx y dy    ，于是习惯上 ),( yxfz  的全微分

表示为 dz =
x
z

 dx +

y
z

 dy。

例 1 讨论 ( , )f x y xy 在点 (0,0) 处的偏导数存在性及可微性。

解：由偏导数的定义，有

0 0

( ,0 (0,0 0(0,0) lim lim 0x
x x

f x ff
x x   

 
  

 
） ）

0 0

(0, (0,0 0(0,0) lim lim 0y
y y

f y ff
y y   

 
  

 
） ）

即 (0,0)xf ， (0,0)yf 在点 (0,0) 处的两个偏导数都存在。但是函数 ( , )f x y 在点 (0,0) 处不可微，这是

由于

[ ( , ) ( , ) ]x yz f x y x f x y y x y        ，

从而
2 20 0

0

[ ( , ) ( , ) ]
lim lim

( ) ( )
x y

x
y

x yz f x y x f x y y

x y   
 

     


  
。

如果选取点 (0 ,0 )P x y    沿直线 y x 趋于点 (0,0) ，则
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2 20 0

1lim lim
2 2( ) ( )y x y x

x y x
xx y     

  
 

  

于是，
0

[ ( , ) ( , ) ]
lim 0x yz f x y x f x y y
 

    
 。

由全微分定义可知，函数 ( , )f x y xy 在点 (0,0) 处不可微。

由此可见，偏导数存在是可微的必要条件，而不是充分条件。

定理 2（充分条件） 如果函数 ),( yxfz  的偏导数
x
z



、
y
z



在点 ),( yxP 连续，则函数在该

点可微分。

证 因为我们只限于讨论在某一区域内有定义的函数（对于偏导数也如此），所以假定偏导数在

点 ),( yxP 连续，就含有偏导数在该点的某一邻域内必然存在的意思（以后凡说到偏导数在某一点连

续均应如此理解）。设点 ),( yyxxP  为这邻域内任意一点，考察函数的全增量

),(),( yxfyyxxfz 

)],(),([)],(),([ yxfyyxfyyxfyyxxf  。

在第一个方括号内的表达式，由于 yy  不变，因而可以看作是 x的一元函数 ),( yyxf  的增

量。于是，应用拉格郎日中值定理，得到

xyyxfyyxxfz  ),(),(

= ),( 1 yyxxfx  )10(  

又假设， ),( yxfx 在点 ),( yxP 连续，所以上式可写为

),(),( yyxfyyxxf 

= xxyxfx  1),(  ， （4）

其中 1 为 x 、 y 的函数，且当 0x ， 0y 时， 01  。

同理可证第二个方括号内的表达式可写为

yyyxfyxfyyxf y  2),(),(),(  ， （5）

其中 2 为 y 的函数，且当 0y 时， 02  。
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由（4）、（5）式可见，在偏导数连续的假定下，全增量△z可以表示为

yxyyxfxyxfz yx  21),(),(  。 （6）

容易看出

|

 yx  21 | |||| 21   ，

它是随着 0x ， 0y 即 0 而趋于零。

这就证明了 ),( yxfz  在点 ),( yxP 是可微分的。

以上关于二元函数全微分的定义及微分的必要条件和充分条件，可以完全类似的推广到三元和

三元以上的多元函数。

通常我们把二元函数的全微分等于它的两个偏微分之和这件事称为二元函数的微分符合叠加原

理。

叠加原理也适用于二元以上的函数的情形。例如，如果三元函数 ),,( zyxu  可以微分，那么

它的全微分就等于它的三个偏微分之和，即

du=
x
u

 dx+

y
u

 dy＋

z
u

 dz．

1 计算函数
22 yxz  的全微分．

解 因为
x
z



＝２ xy，
y
z



＝ yx 22  ，所以dz＝２ xydx＋ dyyx )2(  ．

例 2 计算函数
xyez  在点 )1,2( 处的全微分．

解 因为
x
z



=yexy,
y
z



=xexy
2
1

|x
y

z
x 






= 2e , 2
1

|x
y

z
y 






= 22e ,

所以 dz = dyedxe 22 2 ．

例 3 计算函数
yzeyxu 

2
sin 的全微分.

解 因为
x
u



=1,
y
u



=
2

cos
2
1 y

+ yzze ,
z
u



= yzye ,

所以 du = dx (
2

cos
2
1 y

+ yzze ) dy + yzye dz．
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全微分在近似计算中的应用

0 0 0 0( , ) ( , )z f x x y y f x y      

0 0 0 0( , ) ( , )x ydz f x y x f x y y   

0 0 0 0( , ) ( , )x yz dz f x y x f x y y     

0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , )xf x x y y f x y f x y x        0 0( , )yf x y y

例 4 计算
2.02(1.04) 的近似值。

解：设 ( , ) yf x y x ，
1( , ) , ( , ) lny y

x yf x y yx f x y x x 

取 0 01, 2, 0.04, 0.02x y x y      ， (1, 2) 2, (1, 2) 0, (1, 2) 1x yf f f  

所以
2.02(1.04) 1 2 0.04 0 0.02      1.08 。

小结：本节在一元函数微分学的基础上，讨论多元函数（以二元函数为重点）全微分的

定义及存在条件和求法，也可以简单介绍全微分在近似计算中的应用。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 10 周 课 次 第 19 次

章 节

名 称
§9.4 多元复合函数的求导法则

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1，知识目标： 掌握多元函数的求导法则，会求多元函数的导数，掌握全

微分形式不变性。
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2，能力目标：能熟练掌握多元函数的求导法则 。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：针对多元函数的表达状态（参数方程、复合函数），能够求其导函数。

难点： 复合函数的求导。

定理 如果函数 )(tu  及 )(tv  都在点 t可导，函数 ),( vufz  在对应点 ),( vu 具有连续偏

导数，则复合函数 )](),([ ttfz  在点 t可导，且

dt
dz

＝
dt
du

u
z



＋
dt
dv

v
z



． )1(

证 设 t获得增量 t ，这时 )()( tvtu  、 的对应增量为 u 、 v ，由此，函数 ),( vufz 

对应地获得增量 z ．根据假定，函数 ),( vufz  在点 ),( vu 具有连续偏导数，于是由第三节公式

(6.8) 有

z
u
z

 u

v
z



1v u 2u ,v

这里，当 0u ， 0v 时， 01  ， 02  ．

将上式两边各除以 t ，得

t
z




＝
u
z



t
u



＋
v
z



t
v



＋ 1 t
u



＋ 1 t
v



．

因为当 0t 时， 0u ， 0v ，
t
u

 

dt
du

，
t
v

 

dt
dv

，所以

t
z

t 


 0
lim =

u
z



dt
du

+
v
z



dt
dv

即证复合函数 )](),([ ttfz  在点 t 可导，且其导数可用公式 )1( 计算．证毕．

用同样的方法，可把定理推广到复合函数的中间变量多于两个的情形．例如，设

),,,( wvufz  )(tu  、 )(tv  ， )(tw  复合而得复合函数

dt
dz

＝
dt
du

u
z



＋
dt
dv

v
z



＋
dt
dz 




． )2(

在公式 )1( 及 )2( 中的导数
dt
dz

称为全导数．
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推论 如果 ),( yxu  及 ),( yxv  都在点 ),( yx 存在偏导数，函数 ),( vufz  在对应

点 ),( vu 具有连续偏导数，则复合函数 [ ( , ), ( , )]z f x y x y  在点 ),( yx 存在偏导数，且

x
z



=
u
z



x
u



+
v
z



x
v



, (3)

y
z



=
u
z



y
u



+
v
z



y
v



． (4)

类似地，设 ),( yxu  、 ),( yxv  及 ),( yxw  都在点 ),( yx 具有对 x及对 y 的偏导数，

函数 ),,( wvufz  在对应点 ),,( wvu 具有连续偏导数，则复合函数 [ ( , ), ( , ), ( , )]z f x y x y x y  

在点 ),( yx 的两个偏导数都存在，且可用下列公式计算：

x
z



=
u
z



x
u



+
v
z



x
v



＋
w
z




x
w



， (5)

y
z



=
u
z



y
u



+
v
z



y
v



＋
w
z




y
w



． (6)

如 果 ),,( wvufz  具 有 连 续 偏 导 数 ， 而 ),( yxu  具 有 偏 导 数 ， 则 复 合 函 数

],,),,([ yxyxfz  令 xv  ， yw  ，因此
x
v



＝１，
x
w



＝０，
y
v



＝０，
y
w



＝１，从而由公式

(5)及 (6) 得

x
z



＝
u
f



x
u



＋
x
f



，
y
z



＝
u
f



y
u



＋
y
f



．

注意 这里
x
z



与
x
f



是不同的，
x
z



是当自变量 y看作不变而对 x的偏导数，
x
f



是把 ),,( yxuf

中的u及 y看作不变而对 x的偏导数。
y
z



与
y
f



也有类似的区别。

例１ 设 ,vz u 而 sinu t ， cosv t ．求全导数
dz
dt

．

解
dz
dt

=
u
z

 du

dt
+
v
z

 dv

dt
= 1vvu 

· cos ln ( sin )vt u u t  

= cos(sin ) (cos cot sin ln sin ).tt t t t t

例 2 设
2cosz uv t  ，而

tu e ， sinv t ，求全导数
dz
dt

．
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解 (sin cos ) sin 2tdz e t t t
dt

  

例 3 设
uvz e ，而

2 2ln , arctan yu x y v
x

   ，求
z
x



和
z
y



．

解
x
z



=
u
z



x
u



+
v
z



x
v



= 2 2 ( ).
uve xv yu

x y




y
z



=
u
z



y
u



+
v
z



y
v



= 2 2 ( ).
uve yv xu

x y




例 4 设 ( ),yz xe y u  而 sin( ),u x y  ( )u 为可导函数，求
z
x



和
z
y



．

解：令 ( , , ) ( ),yf x y u xe y u  而 sin( ),u x y  由复合函数求导法则有

( ) cos( ) cos( ) ( )y yz f f u e y u x y e y x y u
x x u x

              
   

( ) cos( ) ( )yz f f u xe u y x y u
y y u y

          
   

例 5 设 ),( xyzzyxfw  ， f 具有二阶连续偏导数，求
x
w



，
zx
w


 2

．

解 令 zyxu  , xyzv  ，则 ),( vufw  ．

为表达简便起见，引入以下记号： 1
'f ＝

u
vuf


 ),(

， 12
''f ＝

vu
vuf


 ),(2

，

这里下标 1 表示对第一个变量ｕ求偏导数，下标 2 表示对第二个变量ｖ求偏导数，同理有 2
'f 、 11

''f 、

22
''f 等等。

因所给函数由 ),( vufw  及 zyxu  ， xyzv  复合而成，根据复合函数求导法则，有

x
w



＝
u
f



x
u



＋
v
f



x
v



＝ 1
'f ＋ yz 2

'f ，

zx
w


 2

＝
z


（ 1
'f ＋ yz 2

'f ）＝
z
f

 1

'

＋ y 2
'f ＋ yz

z
f

 2

'

．

求
z
f

 1

'

及
z
f

 2

'

时，应注意 1
'f 及 2

'f 仍旧是复合函数，根据复合函数求导法则，有
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z
f

 1

'

＝
u
f

 1

'

z
u



＋
v
f

 1

'

z
v



＝ 11
''f ＋ xy 12

''f ，

z
f

 2

'

＝
u
f

 2

'

z
u



＋
v
f

 2

'

z
v



＝ 11
''f ＋ 22

''xyf

于是
zx
w


 2

＝ 11
''f ＋ xy 12

''f ＋ 2
'yf + 21

''yzf ＋ 22
''2 zfxy

＝ 11
''f ＋ 12

'')( fzxy  ＋ 22
''2 zfxy ＋ 2

'yf ．

例５ 设 ),( yxfu  的二阶偏导数连续，把下列表达式转换成极坐标系中的形式： )1(

2










x
u

＋

2











y
u

； )2( 2

2

x
u




＋ 2

2

y
u




．

解 由直角坐标与极坐标间的关系式 cosrx  ， sinry 

可把函数 ),( yxfu  换成极坐标 r及的函数：

),( yxfu  ＝ )sin,cos(  rrf ＝ ),( rF ．

现在要将式子

2










x
u

＋

2











y
u

及 2

2

x
u




＋ 2

2

y
u




用ｒ、θ及函数 ),( rFu  对 r、的偏导数来表

示．为此，要求出 ),( yxfu  的偏导数
x
u



、
y
u



、 2

2

x
u




、 2

2

y
u




。这里 ),( yxfu  r ＝

22 yx  ，＝
x
yarctan 复合而成，应用复合函数求导法则，得：

x
u



＝
r
u



x
r



＋

u

x


＝
r
u



r
x
－


u

2r
y

＝
r
u

 cos －


u

r
sin

，

y
u



＝
r
u



y
r



＋

u

y


＝
r
u



r
y
＋


u

2r
x

＝
r
u

 sin ＋


u

r
cos

．

两式平方后相加，得：

2










x
u

＋

2











y
u

＝

2










r
u

＋ 2

1
r

2











u

．

再求二阶偏导数，得 2

2

x
u




＝
r











x
u

·
x
r



＋












x
u

·
x



＝
r

















r
u

r
u 


 sincos · cos －



















r
u

r
u 


 sincos ·

r
sin
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＝ 2

2

r
u


 2cos －２



r
u2

r
 cossin

＋ 2

2


 u

2

2sin
r


＋

u

2

cossin2
r


＋

r
u



r
2sin

。

同理可得 2

2

y
u




＝ 2

2

r
u


 2sin ＋２



r
u2

r
 cossin

＋ 2

2


 u

2

2cos
r


－

u

2

cossin2
r


＋

r
u



r
2cos

。

两式相加，得： 2

2

x
u




＋ 2

2

y
u




＝ 2

2

r
u




＋
r
1

r
u



＋ 2

1
r 2

2


 u

。

全微分形式不变性 设函数 ),( vufz  具有连续偏导数，则有全微分

dz＝
u
z

 du＋

v
z

 dv．如果 u、v又是 x、 y 的函数 ),( yxu  、 ),( yxv  ，且这两个函数也

具有连续偏导数，则复合函数 )],(),,([ yxyxfz  的全微分为 dz＝
x
z

 dx＋

y
z

 dy，

其中
x
z



及
y
z



分别由公式（3）和（4）给出，把公式（3）和（4）中的
x
z



及
y
z



代入上式，得

dz＝ 




















x
v

v
z

x
u

u
z dx＋ 





















y
v

v
z

y
u

u
z dy

＝
u
z
















 dy

y
udx

x
u

＋
v
z
















 dy

y
vdx

x
v

＝
u
z

 du＋

v
z

 dv．

由此可见，无论 z是自变量u、v的函数或者中间变量u、v的函数，它的全微分形式是一样的。这

个性质叫做全微分形式不变性。

例６ 利用全微分形式不变性解本节的例 3：设
uvz e ，而

2 2ln ,u x y  arctan yv
x

 ，求

z
x



和
z
y



．

解 dz＝ ( )uvd e ＝
uv uvve du ue dv ，而
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du＝ 2 2
2 2 2 2(ln ) x yd x y dx dy
x y x y

  
 

2 2 2 2(arctan )y y xdv d dx dy
x x y x y

   
 

代入后归并含 dx及 dy的项，得

2 2 2 2( ) ( )
uv uve edz xv yu dx yv xu dy

x y x y
   

 

于是，由全微分的表达式，得：

x
z



= 2 2 ( ).
uve xv yu

x y


 y
z



= 2 2 ( ).
uve yv xu

x y




练习：设
22

),,( zyxezyxfu  ，而 yxz sin2 ．求
x
u



和
y
u



．

解
x
u



＝
x
f



＋
z
f



x
z



＝ x2 )sin21( 22 yx yzyxe
222 sin

．

y
u



＝
y
f



＋
z
f



y
z



＝ )cossin(2 4 yyxy  yxyxe
242 sin

小结：本节要将一元函数微分学中复合函数的求导法则推广到多元复合函数。多元复合函数的

求导法则在多元函数微分学中起着重要作用。本节主要针对几类普遍存在的复合函数的求导方法进

行了介绍。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 10 周 课 次 第 20 次

章 节

名 称
§9.5 隐函数的求导公式
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授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1，知识目标： 掌握由一个方程和方程组确定的隐函数求导公式，熟练计

算隐函数的导数。

2，能力目标：能熟练求隐函数导数的方法。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：由一个方程确定的隐函数求导方法。

难点： 隐函数的高阶导函数的计算。

一、一个方程的情形

在第二章第六节中我们已经提出了隐函数的概念，并且指出了不经过显化直接由方程

),( yxf =0 (1)

求它所确定的隐函数的方法。现在介绍隐函数存在定理，并根据多元复合函数的求导法来导出隐函

数的导数公式.

隐函数存在定理 1 设函数 ),( yxF 在点 ),( 00 yxP 的某一邻域内具有连续的偏导数，且

0),( 00 yxF ，, 0),( 00 yxFy ，则方程 ),( yxF =0 在点 ),( 00 yx 的某一邻域内恒能唯一确定一

个单值连续且具有连续导数的函数 )(xfy  ，它满足条件 )( 00 xfy  ，并有

y

x

F
F

dx
dy

 （2）

公式（2）就是隐函数的求导公式

这个定理我们不证。现仅就公式(2)作如下推导。

将方程(1)所确定的函数 )(xfy  代入，得恒等式 0))(,( xfxF ,

其左端可以看作是 x的一个复合函数，求这个函数的全导数，由于恒等式两端求导后仍然恒等，即

得 ,0







dx
dy

y
F

x
F

由于 yF 连续，且 0),( 00 yxFy ，所以存在(x0,y0)的一个邻域，在这个邻域内 0yF ，于是得
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.
y

x

F
F

dx
dy



如果 ),( yxF 的二阶偏导数也都连续，我们可以把等式(2)的两端看作 x的复合函数而再一次求

导，即得

dx
dy

F
F

yF
F

xdx
yd

y

x

y

x






























2

2

.
2

3

22

22

y

xyyyxxyyxx

y

x

y

xyyyxy

y

xyzyxx

F
FFFFFFF

F
F

F
FFFF

F
FFFF






















例 1 验证方程 0122  yx 在点(0,1)的某一邻域内能唯一确定一个单值且有连续导数、当

x =0 时， 1y 的隐函数 )(xfy  ，并求这函数的一阶和二阶导数在 x =0 的值。

解 设 ),( yxF 122  yx ，则 yFxF yx 2,2  , (0,1) 0,F  (0,1) 2 0yF   . 因此由定

理 1 可知，方程 0122  yx 在点(0,1)的某邻域内能唯一确定一个单值且有连续导数、当 x =0 时，

1y 的隐函数 )(xfy  。

下面求这函数的一阶和二阶导数

y

x

F
F

dx
dy

 =
y
x

 ， 0
0


xdx

dy
;

2

2

dx
yd

= ,1
)(

33

22

22 yy
xy

y
y
xxy

y
yxy










 1
0

2

2


xdx

yd
。

隐函数存在定理还可以推广到多元函数.既然一个二元方程(1)可以确定一个一元隐函数，那末一

个三元方程

F ( zyx ,, )=0 (3)

就有可能确定一个二元隐函数。

与定理 1 一样，我们同样可以由三元函数 F ( zyx ,, )的性质来断定由方程 F ( zyx ,, )=0 所确定
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的二元函数 z = ),( yx 的存在，以及这个函数的性质。这就是下面的定理。

隐函数存在定理 2 设函数 F ( zyx ,, )在点 ),,( 000 zyxP 的某一邻域内具有连续的偏导数，且

0),,( 000 zyxF ， 0),,( 000 zyxFz ，则方程 F ( zyx ,, )=0 在点 ),,( 000 zyx 的某一邻域内恒能唯

一确定一个单值连续且具有连续偏导数的函数 ),( yxfz  ，它满足条件 ),( 000 yxfz  ，并有

x
z



=
z

x

F
F

 ,
y
z



=
z

y

F
F

 . (4)

这个定理我们不证.与定理 1 类似，仅就公式(4)作如下推导.

由于 F ( yx, , f ),( yx )≡0,将上式两端分别对 x 和 y 求导，应用复合函数求导法则得

xF + zF x
z



=0, yF + zF y
z



=0。

因为 zF 连续，且 0),,( 000 zyxFz ,所以存在点 ),,( 000 zyx 的一个邻域，在这个邻域内 zF ≠0，于

是得
x
z



=
z

x

F
F

 ,
y
z



=
z

y

F
F

 。

例 2 设 0ze xyz  ，求

2

.z
x y

 

解：设 F ( zyx ,, ) = ze xyz ，由公式(4)可得

x
z z

z

Fz yz yz
x F e xy e xy
 

    
  

；
y

z z
z

Fz xz xz
y F e xy e xy
 

    
  

于是
2

2

( )( ) ( )
( )

( )

z z

z z

z zz y e xy y e x
z yz y y

x y y e xy e xy

 
   

    
    

将 z

z xz
y e xy



 

代入上式，得：

2 2 2

3( )z

z x y z
x y e xy


 
  

练习：设 04222  zzyx ，求 .2

2

x
z




解 设 F ( zyx ,, ) = zzyx 4222  ，则 xF =2 x , zF = 42 z .应用公式(4)，得
x
z



=
z

x
2

。

再一次 x对求偏导数，得
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2

2

x
z




2)2(

)2(

z
x
zxz






 .

)2(
)2(

)2(
2

)2(

3

22

2 z
xz

z
z

xxz




















二、方程组的情形

下面我们将隐函数存在定理作另一方面的推广。我们不仅增加方程中变量的个数。而且增加方

程的个数，例如，考虑方程组








.0),,,(
,0),,,(

zuyxG
vuyxF

(5)

这时，在四个变量中，一般只能有两个变量独立变化，因此方程组(5)就有可能确定两个二元函数。

在这种情形下，我们可以由函数F 、G的性质来断定由方程组(5)所确定的两个二元函数的存在，以

及它们的性质。我们有下面的定理。

隐函数存在定理 3 设函数 ),,,( vuyxF 、 ),,,( vuyxG 在点 ),,,( 00000 vuyxP 的某一邻域内所有

偏导数都连续，又 0),,,( 0000 vuyxF ， 0),,,( 0000 vuyxG ,且偏导数所组成的函数行列式(或称

雅可比(Jacobi)式):

J
),(
),(

vu
GF




=

v
G

u
G

v
F

u
F













在点 ),,,( 00000 vuyxP 不等于零，则方程组 0),,,( vuyxF ， 0),,,( vuyxG 在点 ),,,( 00000 vuyxP

的某一邻域内恒能唯一确定一组单值连续且具有连续偏导数的函数 ),(),,( yxvvyxuu  ，使得

),(),,( 000000 uxvvyxuu  ，并有

x
u

 

),(
),(1

vx
GF

J 


 ,

vu

vu

vx

vx

GG
FF
GG
FF

x
v

 

),(
),(1

xu
GF

J 


 ,

vu

vu

xu

xu

GG
FF
GG
FF

y
u




),(
),(1

vy
GF

J 


 ,

vv

vu

vy

vy

GG
FF
GG
FF

y
v




J
1

),(
),(

yu
GF




 .

vu

vu

u

u

GG
FF

GG
FF

y

y

（6）

这个定理我们不证.与前两个定理类似，下面仅就公式(6)作如下推导。
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由于 F [ yx, ,u ),( yx ,v ),( yx ]≡0,

G [ yx, ,u ),( yx ,v ),( yx ]≡0,

将恒等式两边分别对 x求导，应用复合函数求导法则得





























.0

,0

x
vG

x
uGG

x
vF

x
uFF

vux

vux

这是关于
x
u



,
x
v



的线性方程组，由假设可知在点 ),,,( 00000 vuyxP 的一个邻域内，系数行列式

J
vu

vu

GG
FF

,0

从而可解出
x
u



,
x
v



，得
x
u

 

),(
),(1

vx
GF

J 


,
x
v

 

),(
),(1

xu
GF

J 


.

同理，可得
y
u




),(
),(1

vy
GF

J 


,
y
v




J
1

),(
),(

yu
GF




.

例 3 设方程组

2 2

2 2

0,
0

x y uv
xy u v

   


  
，求

x
u



,
y
u



,
x
v



和
y
v



.

解 根据所求的偏导数可知，变量 ,u v可看作 ,x y的函数，由（6）式可以求出偏导数。也可以

用上面的方法求得。下面我们利用后一种方法来做。

将所给方程的两边对 x求导并移项，得

2

2 2 .

u vv u x
x x
u vu v y
x x

     
    
  

从而，解得
2 2( 0)u v 

2 2

2
2 4 ,

2( )
2 2

x u
y vu xv yu
v ux u v
u v

 
 

 


2 2

2
2 4 ,

2( )
2 2

v x
u yu xu yv
v ux u v
u v

 
 

 


同理，将所给的方程两边对 y 求导，可得

2 2

4 ,
2( )

u xu yv
y u v
 


 

2 2
2 2

4 . ( 0)
2( )

v yu xv u v
y u v
 

  
 



《高等数学》教案

80
师范教育系

例 4 验证方程组

2 2 2 6 0,
0

x y z
x y z

    


  
在点 (1, 2,1)P  的某一邻域内能唯一确定一组单值连续且

具有连续导数的函数 ( ), ( ),y y x z z x  并求 ,dy dz
x x 

。

解：设
2 2 2( , , ) 6,F x y z x y z    ( , , ) ,G x y z x y z   由于 2 ,xF x

2 ,yF y 2 ,zF z 1,xG  1,yG  1zG  在 点 (1, 2,1)P  的 某 一 邻 域 内 连 续 ， 且

(1, 2,1) 0,F   (1, 2,1) 0,G   而 J 2( )y z

y z

F F
y z

G G
  在点 (1, 2,1)P  处不为零，由定理 3 可知，

在点 (1, 2,1)P  的某一邻域内能唯一确定一组单值连续且具有连续导数的函数 ( ), ( )y y x z z x  。

将所给方程的两边对 x求导并移项，得

1.

dy dzy z x
dx dx
dy dz
dx dx

   

   


解得：
1 1

1 1

x z
dy z x

y zdx y z


 

 


1 1

1 1

y x
dz x y

y zdx y z


 

 


( 0)y z 

小结：本节在前面已提出隐函数概念的基础上，根据多元复合函数的求导法导出隐函数的求导

公式，给出了隐函数存在定理 1、2、3，使我们能够计算有一个方程或方程组确定的隐函数的导数。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 11 周 课 次 第 21，22 次

章 节

名 称

§9.6 多元函数微分学的应用

§9.8 多元函数的极值及其求法
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授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标： 学习和掌握多元函数在几何上的应用，会求出空间曲线的

切线与法平面方程、曲面的切平面与法线方程；掌握多元函数极值的求法

以及拉格朗日乘数法的应用。

2，能力目标：能熟练掌握多元函数在几何上的应用。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：空间曲线的切线与法平面方程，曲面的切平面与法线方程，多元函数极值

难点：多元函数极值的求法以及拉格朗日乘数法

一、微分法在几何上的应用

1 空间曲线的切线与法平面

设空间曲线Г的参数方程为 ),(),(),( tztytx   这里假定式(1)的三个函数都可导。

在 曲 线 上 取 对 应 于 0tt  的 一 点 ),,( 000 zyxM 及 对 应 于 ttt  0 的 邻 近 一 点

),,(' 000 zzyyxxM  。 根 据 解 析 几 何 ， 曲 线 的 割 线 MM  的 方 程 是

.000

z
zz

y
yy

x
xx












当M ＇沿着Г趋于 M 时，割线 MM 的极限位置 MT 就是曲线Г在点M 处的切线(图 6.7).用△

t 除上式的各分母，得

,000

t
z
zz

t
y
yy

t
x
xx

















令 M ＇→ M 这时 0),( t 通过对上式取极限，即得曲线在点 M 处的切线方程为

)( 0

0

t
xx




= .
)()( 0

0

0

0

t
zz

t
yy

 






(1)
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这里当然要假定 )('),('),(' 000 ttt  不能都为零.如果个别为零，则应按空间解析几何有关直线

的对称式方程的说明来理解。

切线的方向向量称为曲线的切向量。向量 )}('),('),('{ 000 tttT 

就是曲线Г在点M 处的一个切向量。

通过点M 而与切线垂直的平面称为曲线在点M 处的法平面，它是通过点 ),,( 000 zyxM 而以 T

为法向量的平面，因此这法平面的方程为 0))(('))(('))( (' 000000  zztyytxxt 

(2)

例 1 求螺旋线 cos , sin ,x a t y a t z bt   在点 0 3
t 
 处的切线及法平面方程。

解 因 为 sin , cos ,x a t y a t z b      ， 从 而 ， 0 3
t 
 所 对 应 的 曲 线 切 向 量 为

3 1{ , , }
2 2

T a a b  ，曲线为 0
3( , , )

2 2 3
aM a b

，于是，切线方程为

3
32 2

13
22

a z bx y a

baa


 

 


,

法平面方程为
3 1 3( ) ( ) ( ) 0,

2 2 2 2 3
aa x a y a b z b

      

即 23 3 3 6 2 0x ay bz b   

如果空间曲线Г的方程为
( ),
( )

y x
z x





 

其中 ( ), ( )x x  都在 x=x0处可导，取 x 为参数，这时曲线Г的方程为

, ( ), ( )x x y x z x   

从而曲线在点 0 0 0 0( , , )M x y z 处的切向量为 0 0{1, '( ), '( )}T x x  ,于是曲线在点 0 0 0 0( , , )M x y z 处

的切线方程为

0 0 0

0 0

,
1 ( ) ( )

x x y y z z
x x 

  
 

 
(3)
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在点 0 0 0 0( , , )M x y z 处的法平面方程为

0 0 0 0 0( ) '( )( ) '( )( ) 0x x x y y x z z       (4)

一般地，如果曲线Г的方程为







0),,(
,0),,(

zyxG
zyxF

点 0 0 0 0( , , )M x y z 是曲线Г上的一个点，由隐函数存在定理 3 可知，当 F、G 具有连续偏导数，且

,( , ) 0
,( , )

y z

y z

F FF G
G Gy z


 



时，此方程组在点 0 0 0 0( , , )M x y z 的某一邻域内确定了一组函数 ( ),y y x ( ).z z x 且

,

z x

z x

y z

y z

F F
G Gdy
F Fdx
G G

 ,

x y

x y

y z

y z

F F
G Gdz
F Fdx
G G

 从而，曲线在点 0M 处的切向量为
0 0

{1, | , | }M M
dy dzT
dx dx

 ，

其中

0

0

0

| ,

z x

z x M
M

y z

y z M

F F
G Gdy
F Fdx
G G

 0

0

0

| ,

x y

x y M
M

y z

y z M

F F
G Gdz
F Fdx
G G



于是，曲线在点 0M 处的切线方程为

0 0

0 0 0 ,
1 | |M M

x x y y z z
dy dz
dx dx

  
  （5）

曲线Г在点 0M 处的法平面方程为

0 00 0 0( ) | ( ) | ( ) 0.M M
dy dzx x y y z z
dx dx

      （6）

例 2 求曲线

2 2 2 6
0

x y z
x y z

   


  
在点 (1,-2,1)处的切线及法平面方程。

解 这里可直接利用公式(5)及(6)来解，但下面我们依照推导公式的方法来做。将所给方程的两

边对 x 求导并移项，得













.1

,

dx
dz

dx
dy

x
dx
dzz

dx
dyy
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由此得 ,

11

11
zy
xz

zy

zx

dx
dy








 .

11

11
zy
yx

zy

xy

dx
dz










从而 ,0
)1,2,1(


dx

dy .1
)1,2,1(


dx

dz

于是，曲线的切向量为 },1,0,1{ T 故所求切线方程为

,
1
1

0
2

1
1








 zyx

法平面方程为

0)1()2(0)1(  zyx , 即 .0 zx

2 曲线的切平面与法线

设曲面∑由方程为 ( , , ) 0F x y z  ， 0 0 0 0( , , )M x y z 是曲面∑上的一点，并设函数 ( , , )F x y z 的偏

导数在点 0M 处连续且不同时为零.在曲面∑上，通过点 0M 任意作一条光滑曲线（图 6.8），设曲

线的参数方程

( ), ( ), ( ),x x t y y t z z t   (7)

当 0tt  对应于点 0 0 0 0( , , )M x y z ，且 0 0 0'( ), '( ), '( )x t y t z t 不全为零，则曲线在点 0M 处的切向量为

0 0 0{ '( ), '( ), '( )}T x t y t z t ，因为曲线Г在曲面∑上，所以曲线上点的坐标满足曲面方程。即

[ ( ), ( ), ( )] 0F x t y t z t 

又因为 ( , , )F x y z 的偏导数在点 0 0 0 0( , , )M x y z 处连续，而 0 0'( ), '( ),x t y t 0'( )z t 均存在，所以上

式两端在 0tt  处可对 t求全导数，得

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( ) ( , , ) '( ) ( , , ) '( ) 0x y zF x y z x t F x y z y t F x y z z t   

设向量 0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ( , , ), ( , , ), ( , , )},x y zn F x y z F x y z F x y z


由向量的内积公式可知上式表示

0n T 


。即切向量T 与n垂直。由于曲线的任意性，所以在曲面∑上过点 0M 的任意曲线在点 0M

处的切线都垂直向量 n。于是这些切线都在过点 0M 的同一个平面上，称该平面为曲面∑在点 0M 处

的切平面。
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显然，向量 0 0 0 0 0 0 0 0 0{ ( , , ), ( , , ), ( , , )}x y zn F x y z F x y z F x y z


是切平面的一个法向量，称为曲面

∑的一个法向量。从而，切平面方程为

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , )( ) ( , , )( ) ( , , )( ) 0x y zF x y z x x F x y z y y F x y z z z     

通过点 0M 且垂直于切平面的直线，称为曲面在点 0M 处的法线。于是法线方程为

.
),,(),,(),,( 000

0

000

0

000

0

zyxF
zz

zyxF
yy

zyxF
xx

zyx









特别地，如果曲面方程为 ( , )z f x y ，函数 ( , )f x y 在点 ),( 00 yx 处具有连续的偏导数，则令

F ( zyx ,, ) = ( , )f x y z ,

从而 F x( zyx ,, )= ( , )xf x y , F y( zyx ,, )= ( , )yf x y , ( , , ) 1zF x y z   。于是曲面在点 0 0 0 0( , , )M x y z

处的一个法向量为

0 0 0 0{ ( , ), ( , ), 1}x yn f x y f x y 


所以，切平面方程为

,0)())(,())(,( 0000000  zzyyyxfxxyxf yx

即 ))(,())(,( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx  (8)

而法线方程为 .
1),(),(

0

00

0

00

0








 zz

yxf
yy

yxf
xx

yx

（9）

这里顺便指出，方程(8)右端恰好是函数 ( , )z f x y 在点 ),( 00 yx 的全微分，而左端是切平面上

点的竖坐标的增量.因此，函数 ( , )z f x y 在点 ),( 00 yx 的全微分，在几何上表示曲面 ( , )z f x y 在

点 ),,( 000 zyx 处的切平面上点的竖坐标的增量.

如果用α、β、γ表示曲面的法向量的方向角，并假定法向量的方向是向上的，即使得它与 z轴

的正向所成的角γ是一锐角，则法向量为

0 0 0 0{ ( , ), ( , ),1}x yn f x y f x y  


于是，法向量的方向余弦为

,
1

cos
22
yx

x

ff

f




 ,

1
cos

22
yx

y

ff

f




 .

1
1cos

22
yx ff 


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其中， ,x yf f 分别表示 ),(),,( 0000 yxfyxf yx 。

例 3 求曲面 3ze z xy   在点(2,1,0)处的切平面及法线方程。

解 设 ( , , ) 3zF x y z e z xy    ,

n = {F x, F y, F z} ={ , , 1},zy x e  n |(2 ,1,0) = {1,2,0}.

所以曲面在点(2,1,0)处的切平面方程为 ( 2) 2( 1) 0,x y   

即 2 4 0,x y  

法线方程为
2 1 ,

1 2 0
x y z 

  即

2 1
1 2

0

x y

z

  

 

例 4 求旋转抛物面 122  yxz 在点(2 , 1 , 4)处的切平面及法线方程。

解 { , , 1} {2 , 2 , 1}x yn z z x y    ， (2,1,4)| {4, 2, 1}n   。

于是，曲面在点(2,1,4)处的切平面方程为

.0)4()1(2)2(4  zyx

即 .0624  zyx

法线方程为 .
1
4

2
1

4
2








 zyx

练习：求球面 14222  zyx 在点(1,2,3)处的切平面及法线方程。

解 ( , , )f x y z = 14222  zyx ,

n = {F x, F y, F z} = },2,2,2{ zyx n |(1 ,2 ,3) = {2,4,6}.

所以在点(1,2,3)处此球面的切平面方程为

,0)3(6)2(4)1(2  zyx 即 ,01432  zyx

法线方程为 ,
3

3
2

2
1

1 





 zyx
即 .

321
zyx



由此可见，法线经过原点(即球心).

二、多元函数的极值及其求法

1 多元函数的极值及最大值、最小值
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定义 设函数 ),( yxfz  在点 ),( 00 yx 的某个邻域内有定义，如果当点 0( , ) ( )P x y U P


时，有

0 0( , ) ( , )f x y f x y ，

则称函数 ),( yxfz  在点 0 0 0( , )P x y 取得极大值 0 0( , )f x y ；如果当点 0( , ) ( )P x y U P


时，有

),(),( 00 yxfyxf 

则称函数 ),( yxfz  在点 0 0 0( , )P x y 取得极小值 ),( 00 yxf ．极大值、极小值统称为极值。使函数取

得极值的点 0 0 0( , )P x y 称为极值点。

例 1 函数
2 2( 2) 3z x y    在点 0 (2,0)P 处有极小值 (2,0)f 。因为当 0( , ) ( )P x y U P


时，

2 2( 2) 0x y   ，从而 ( , ) (2,0)f x y f 。

例２ 函数
22 yxz  在点（0，0）处有极大值。因为在点（0，0）处函数值为零，而对于

点（0，0）的任一邻域内异于（0，0）的点，函数值都为负，点（0，0，0）是位于 xOy平面下方的

锥面
22 yxz  的顶点。

例３ 函数 xyz  在点（0，0）处既不取得极大值也不取得极小值。因为在点（0，0）处的函

数值为零，而在点（0，0）的任一邻域内，总有使函数值为正的点，也有使函数值为负的点。

以上关于二元函数的极值概念，可推广到 n元函数。设 n元函数 )(Pu  在点 0P 的某一邻域内

有定义，如果对于该邻域内异于 0P 的任何点都适合不等式

)()( 0PfPf  ( )()( 0PfPf  )，

则称函数 )(Pf 在点 0P 有极大值（极小值） )( 0Pf 。

二元函数的极值问题，首先讨论极值存在的必要条件：

定理 1（必要条件） 设函数 ),( yxfz  在点 0 0 0( , )P x y 处偏导数存在，且在点 0 0 0( , )P x y 处有

极值，则有 0),(,0),( 0000  yxfyxf yx 。

证 不妨设 ),( yxfz  在点 ),( 00 yx 处有极大值。依极大值的定义，在点 ),( 00 yx 的某邻域内

异于 ),( 00 yx 的点都适合不等式 ),(),( 00 yxfyxf 

特殊地，在该邻域内取 0yy  ，而 0xx  的点，也应适合不等式
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),(),( 00 yxfyxf 

这表明一元函数 ),( 0yx 在 0xx  处取得极大值，因此必有 0),( 00 yxf x

类似地可证 0),( 00 yxf y 。

从几何上看，这时如果曲面 ),( yxfz  在点 ),,( 000 zyx 处有切平面，则切平面

))(,())(,( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx 

成为平行于 xOy坐标面的平面 00  zz 。

凡是能使 0),(,0),(  yxfyxf yx 同时成立的点 ),( 00 yx 称为函数 ),( yxfz  的驻点，从定理

1 可知，具有偏导数的函数的极值点必定是驻点。但是函数的驻点不一定是极值点，例如，点（0，0）

是函数 xyz  的驻点，但是函数在该点并无极值。

怎样判定一个驻点是否是极值点呢 ？下面的定理回答了这个问题。

定理 2（充分条件） 设函数 ),( yxfz  在点 ),( 00 yx 的某邻域内连续且有一阶及二阶连续偏导

数，又 0),(,0),( 0000  yxfyxf yx ，令

CyxfByxfAyxf yyxyxx  ),(,),(,),( 000000

则 ),( yxf 在 ),( 00 yx 处是否取得极值的条件如下：

(1) 02  BAC 时具有极值，则函数 ( , )f x y 在点 ),( 00 yx 处取得极值，且当 0A 时有极大值，

当 0A 时有极小值；

(2) 02  BAC 时，则函数 ( , )f x y 在点 ),( 00 yx 处不取极值；

(3) 02  BAC 时可能有极值，也可能没有极值，还需另作讨论。

这个定理现在不证。利用定理 1、2，我们把具有二阶连续偏导数的函数 ),( yxfz  的极值的求

法叙述如下：

第一步 解方程组 0),(,0),(  yxfyxf yx ，求得一切实数解，即可以得到一切驻点。

第二步 对于每一个驻点 ),( 00 yx ，求出二阶偏导数的值 A， B和C。

第三步 定出
2BAC  的符号，按定理 2 的结论判定 ),( 00 yx 是否是极值、是极大值还是极小
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值。

例 4 求函数 xyxyxyxf 933),( 2233  的极值。

解 先解方程组

2

2

( , ) 3 6 9 0,
( , ) 3 6 ,

x

y

f x y x x
f x y y y

    
   

求得驻点为（1,0）、（1,2）、（-3,0）、（-3,2）。

再求出二阶偏导数

66),(,0),(,66),(  yyxfyxfxyxf yyxyxx

在点(1,0) 处， 06122  BAC 又 0A ，所以函数在处有极小值；

在点(1,2) 处， 0)6(122  BAC ，所以(1,2)不是极值；

在点(-3,0) 处， 06122  BAC ，所以(-3,0)不是极值；

在点(-3,2) 处， 0)6(122  BAC 又 0A 所以函数在(-3,2)处有极大值(-3,2)=31。

讨论函数的极值问题时，如果函数在所讨论的区域内具有偏导数，则由定理 1 可知，极值只可

能在驻点处取得。然而，如果函数在个别点处的偏导数不存在，这些点当然不是驻点，但也可能是

极值点。例如在例 2 中，函数
22 yxz  在点（0,0）处的偏导数不存在，但该函数在点（0，0）

处却具有极大值。因此，在考虑函数的极值问题时，除了考虑函数的驻点外，如果有偏导数不存在

的点，，那末对这些点也应当考虑。

与一元函数相类似，我们可以利用函数的极值来求函数的最大值和最小值。

我们知道，如果 ),( yxf 在有界闭区域D上连续，则 ),( yxf 在D上必定能取得最大值和最小值。

这种使函数取得最大值或最小值的点既可能在D的内部，也可能在D的边界上。我们假定，函数在

D上连续，在D内可微分且只有有限个驻点，这时如果函数在D的内部取得最大值（最小值），那

末这个最大值（最小值）也是函数的极大值（极小值）。

因此，在上述假定下，求函数的最大值和最小值的一般方法是：将函数 ),( yxf 在D内的所有驻

点处的函数值及在D的边界上的最大值和最小值相互比较，其中最大的就是最大值，最小的就是最

小值。但这种做法，由于要求出 ),( yxf 在D的边界上的最大值和最小值，所以往往相当复杂。在通

常遇到的实际问题中，如果根据问题的性质，知道函数 ),( yxf 的最大值（最小值）一定在D的内部
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取得，而函数在D内只有一个驻点，那末可以肯定该驻点的函数值就是函数 ),( yxf 在D上的最大

值（最小值）。

例 5 某厂要用铁板作成一个体积为 V 的无盖长方体水箱，问怎样选取长、宽、高，才能使用

料最省。

解 设水箱的长为 x ，宽为 y ，高为 z ，已知 xyz V ，从而
Vz
xy

 ，水箱的表面积为

1 12( ) 2 ( )V VS xy x y xy V
xy xy x y

       

所求材料最省，就是求表面积 S 取得最小值问题。

解方程组
2

2

2 0

2 0

x

y

VS y
x
VS x
y

   

   


，得 3 2x y V  ，即驻点为 3 3( 2 , 2 )V V 。

由问题的实际意义可知，表面积 S 的最小值一定存在，现在 D 内只有一个驻点，所以当

3 32 , 2x V y V  时，S 取得最小值。这时
3 2

2
V Vz
xy

  ，于是当水箱的底是边长为 3 2V 的正

方形，高为
3 2

2
V

时所用的材料最省。

从这个例子还可看出，在体积一定的长方体中，以立方体的表面积为最小。

例 6 有一宽为 24cm 的长方形铁板，把它两边折起来做成一个断面为等腰梯形的水槽。问怎样

折法才能使断面的面积最大？

解 设折起来的边为 x cm，倾角为α(图 6.9)，那末梯形断面的下底长为 x224 ，上底长为

cos2224 xx  ，高为 sinx ，所以断面面积

 sin)224cos2224(
2
1 xxxxA  ，

即  cossinsin2sin24 22 xxxA  ， )
2

0120(   ，x

可见，断面面积 A是 x和α的二元函数，这就是目标函数。下面求使这函数取得最大值的点 ),( x 。

令










.0)sin(coscos2cos24

,0cossin2sin4sin24
2222 aaxaxaxA

aaxaxaA

a

x

由于 0sin  、 0x ，上述方程组可化为
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









.0)sin(coscos2cos24

,0cos212
22 aaxaxa

axx

解这方程组，得

60
3


 ， )(8 cmx 

根据题意可知断面面积的最大值一定存在，并且在 120  xD： ，
2

0   内取得。通过计

算得知
2
  时的函数值比  60 ， )(8 cmx  时的函数值为小。又函数在D内只有一个驻点，

因此可以断定，当 cmx 8 ，  60 时，就能使断面的面积最大。

2 条件极值、拉格朗日乘数法

上面所讨论的极值问题，对于函数的自变量，除了限制在函数的定义域内以外，并无其它条件，所

以有时候称为无条件极值。但在实际问题中，有些极值问题除了限制在定义域内，还需要满足一定

的附加条件，这样的极值称为条件极值。例如，求表面积为
2a 而体积为最大的长方体的体积问题。

设长方体的三棱的长为 zyx ,, ，则体积 xyzV  。又因假定表面积为
2a ，所以自变量 zyx ,, 还必须

满足附加条件
2)(2 axzyzxy  。

但在很多情形下，将条件极值化为无条件极值并不这么简单。我们另有一种直接寻求条件极值

的方法，可以不必先把问题化到无条件极值的问题，这就是下面要介绍的拉格朗日乘数法。

现在我们来寻求函数 ),( yxfz  在满足条件 ( , ) 0x y  下取得极值的必要条件。

拉格朗日乘数法 要求函数 ),( yxfz  在附加条件 ( , ) 0x y  下的极值，可先构造辅助函数

),(),(),( yxyxfyxF 

其中为某一常数，求其对 x与 y的一阶偏导数，并使之为零，然后与条件 ( , ) 0x y  联立
















.0),(

,0),(),(

,0),(),(

yx

yxyxf

yxyxf

yy

xx







由这方程组解出

x， y及，则其中 x， y 就是函数 ),( yxf 在附加条件下 0),( yx 的可能极值点的坐标。

最后，根据问题的具体意义判定所求得的点是否为极值点。

这方法还可以推广到自变量多于两个而条件多于一个的情形。例如，要求函数 ),,,( tzyxfu  在



《高等数学》教案

92
师范教育系

附加条件 0),,,( tzyx 及 0),,,( tzyx 下的极值，可以先构成辅助函数

),,,(),,,(),,,(),,,( 21 tzyxtzyxtzyxftzyxF  

其中 1 ， 2 均为常数，求其一阶偏导数，并使之为零，然后与(9)中的两个方程联立起来求解，这样

得出的 tzyx 、、、 就是函数 ),,,( tzyxf 在附加条件(9)下的可能极值点的坐标。

至于如何确定所求得的点是否极值点，在实际问题中往往可根据问题本身的性质来判定。

例 7 求表面积为
2a 而体积为最大的长方体的体积。

解 设长方体的三棱长为 zyx ,, ， 则问题就是在条件

0222),,,( 2  axzyzxytzyx （1）

下，求函数 xyzV  )000(  zyx ，，

的最大值。构成辅助函数

)222(),,( 2axzyzxyxyzzyxF  

求其对 yx、 、z 的偏导数，并使之为零，得到
















0)(2

0)(2

0)(2

zyxy

zxxz

zyyz

（2）

再与(1)联立求解。

因 yx、 、 z都不等于零，所以由(2)可得
y
x
＝

zy
zx




，
z
y
＝

zx
yx




．

由以上两式解得 zyx 

将此代入式(1)，便得 zyx  = a
6
6

这是唯一可能的极值点。因为由问题本身可知最大值一定存在，所以最大值就在这个可能的极值点

处取得。也就是说，表面积为
2a 的长方体中，以棱长为 a

6
6

的正方体的体积为最大，最大体积

3

36
6 aV  。
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小结：本节首先介绍了空间曲线的切线与法平面、曲面的切平面与法线方程，然后

研究多元函数的最大值、最小值与极大值、极小值问题。最后介绍了利用拉格朗日乘数

法求条件极值的方法及应用。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 12 周 课 次 第 23 次

章 节

名 称
§10.1 二重积分的概念与性质

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1，知识目标： 使学生了解二重积分的概念及二重积分的几何意义；掌握

二重积分的性质。

2，能力目标：能熟练了解二重积分的概念及二重积分的几何意义。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：二重积分的性质

难点：二重积分的性质
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一、二重积分的概念

1 曲顶柱体的体积

设有一立体 它的底是xOy面上的闭区域D 它的侧面是以D的边界

曲线为准线而母线平行于z轴的柱面 它的顶是 曲面 ),( yxfz  这

里 ( , ) 0f x y  且在 D 上连续（如图）。 这种立 体叫做曲顶柱体 现在

我们来讨论如何计算曲顶柱体的体积

首先 用一组曲线网把 D 分成 n 个小区域

n  ,,, 21 

分别以这些小闭区域的边界曲线为准线 作母线平行于z轴的柱面 这些柱面把原来的曲顶柱体分为

n 个细曲顶柱体 在每个 i 中任取一点 ),( ii  ， 以 ( , )i if   为高而底为 i 的平顶柱体的体积

为 ( , )i i if    ( 1, 2, , )i n 

于是，这个平顶柱体体积之和可以认为是整个曲顶柱体体积的近似值，即

iii

n

i
fV  


 ),(

1


为求得曲顶柱体体积的精确值 将分割加密 只需取极限 即 n个小闭区域的直径中的最大值

（记为）趋于零时，上述和式的极限值为

iii

n

i
fV 





 ),(lim

10

2 平面薄片的质量

设有一平面薄片占有 xOy 面上的闭区域 D 它在点(x y)处的面密度为(x y) 这里(x y)0

且在 D 上连续 现在要计算该薄片的质量 M 。

用一组曲线网把 D 分成 n 个小区域

 1  2      n 

把各小块的质量近似地看作均匀薄片的质 

( i   i) i 

各小块质量的和作为平面薄片的质量的近 似 值 

iii

n

i
M  


 ),(

1


将分割加细 取极限令 n个小区域的直径中的最大值（记为）趋于零时，得到平面薄片的质

量
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iii

n

i
M 





 ),(lim

10


虽然上述两个问题的实际意义不同，都可以归结为同一形式的和式的极限，因此：

定义 1 设 ( , )f x y 是有界闭区域 D上的有界函数 将闭区域 D 任意分成 n个小闭区域

n  ,,, 21  ，

其中 i 表示第 i 个小闭区域  也表示它的面积  在每个 i 上任取一点 ),( ii  ，作乘积

( , )i i if    ( 1, 2, , )i n  ，并作和 iii

n

i
f  


 ),(

1
如果对区域 D 的任意一种分割法及对点

),( ii  的任意取法，当各小闭区域的直径中的最大值趋于零时 这和式的极限存在 则称此极限为

函数 ( , )f x y 在闭区域 D 上的二重积分 记作 dyxf
D
 ),(  即 iii

n

iD

fdyxf 




 ),(lim),(

10


其中 ( , )f x y 叫做被积函数 ( , )f x y d 叫做被积表达式 d 叫做面积元素 ,x y叫做积分变量 D

叫做积分区域 iii

n

i
f  


 ),(

1
叫做积分和

直角坐标系中的面积元素

如果在直角坐标系中用平行于坐标轴的直线网来划分 D 那么除了包含边界点的一些小闭区域

外 其余的小闭区域都是矩形闭区域 设矩形闭区域i的边长为xi和yi 则ixiyi 因此在直

角坐标系中 有时也把面积元素 d 记作 dxdy，而把二重积分记作

dxdyyxf
D
 ),(

其中 dxdy叫做直角坐标系中的面积元素

二重积分的存在性 当 ( , )f x y 在闭区域 D 上连续时 积分和的极限是存在的 也就是说函数

( , )f x y 在 D 上的二重积分必定存在 我们总假定函数 ( , )f x y 在闭区域 D 上连续 所以 ( , )f x y 在 D

上的二重积分都是存在的

二重积分的几何意义 如果 ( , ) 0f x y   被积函数 ( , )f x y 可解释为曲顶柱体的在点(x y)处的

竖坐标 所以二重积分的几何意义就是柱体的体积 如果 ( , )f x y 是负的 柱体就在 xOy 面的下方

二重积分的绝对值仍等于柱体的体积 但二重积分的值是负的
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二 二重积分的性质

性质 1 被积函数的常数因子可以提到二重积分号的外面，即

( , ) ( , )
D D

kf x y d k f x y d   （ k为常数）

性质 2 函数的和（或差）的二重积分等于各个函数二重积分的和（或差），

[ ( , ) ( , )] ( , ) ( , )
D D D

f x y g x y d f x y d g x y d       

性质 3 如果闭区域 D 被有限条曲线分为有限个部分闭区域 则在 D 上的二重积分等于在各部分

闭区域上的二重积分的和 例如 D 分为两个闭区域 D1与 D2 则

 dyxfdyxfdyxf
DDD
 

21

),(),(),( 

性质 4   
DD

dd1 (为 D的面积)

性质 5 如果在 D上 ( , ) ( , )f x y g x y ， 则有不等式

 dyxgdyxf
DD
  ),(),( 

特别地，由于 ( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x y   ，所以

 dyxfdyxf
DD
  |),(||),(| 

性质 6 设 ,M m分别是 ( , )f x y 在闭区域 D上的最大值和最小值 为 D 的面积 则有

 Mdyxfm
D

  ),( 

性质 7 (二重积分的中值定理) 设函数 ( , )f x y 在闭区域 D 上连续  为 D 的面积 则在 D上至

少存在一点( )使得

 ),(),( fdyxf
D

 

例 1 不作计算估计 dyxI
D
  )944( 22

的值，其中D是圆域： 422  yx ．

解 ： D 的 面 积 为  4)2( 2  ． 由 于

2 29 4 4 9 25x y    ，所以有性质 6 有，  001I36  ．

例 2 比较积分  
D

dyx 2)( 与  
D

dyx 3)( 的大小，其中

D 是圆域： 2)1()2( 22  yx ．

解： 积分域D的边界为圆周： 1 yx

31

y

2 xo

1

D
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2)1()2( 22  yx ，它与 x轴交于点 )0,1( ，与直线 1 yx 相切，而圆域 D位于直线的上方，

故在 D上 1 yx ，从而

32 )()( yxyx 

由性质 5 有
2( )

D

x y d   
D

dyx 3)(

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 12 周 课 次 第 24 次

章 节

名 称
§10.2 二重积分的计算法

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1，知识目标： 使学生掌握利用直角坐标及极坐标计算二重积分的方法。

2，能力目标：能熟练计算二重积分。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：将二重积分化为二次积分

难点：将二重积分化为二次积分
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一、利用直角坐标系计算二重积分

利 用 二 重 积 分 的 几 何 意 义 来 建 立 计 算 公 式 。 假 定 ( , ) 0f x y  ， 积 分 区 域 D 为

1 2D={( , ) | , ( ) ( )}x y a x b x y x     ，称为 X 型区域如图，其中 1 2( ), ( )x x  在区间[ , ]a b 上

连续。

现在利用平行于 yoz平面的平 面

0 0( [ , ])x x x a b  去截曲顶柱体， 其 截 面 是 一 个 以

1 0 2 0[ ( ), ( )]x x  为 底 ， 曲 线 0( , )z f x y 为曲边

的曲边梯形。由定积分的几何意义 可知，截面面积为


)(

)( 00
02

01
),()(

x

x
dyyxfxA





根据平行截面面积为已知的立 体体积的方法 得曲

顶柱体体积为

2

1

( )

( )
( ) [ ( , ) ]

b b x

a a x
V A x dx f x y dy dx




    从而有等式

2

1

( )

( )
( , ) [ ( , ) ]

b x

a x
D

f x y d f x y dy dx



    （1）

上式右端的两个定积分:先对 y ，后对 x 积分，称之为累次积分，这个累次积分可记作

2

1

( )

( )
( , )

b x

a x
dx f x y dy



  即
2

1

( )

( )
( , ) ( , )

b x

a x
D

f x y d dx f x y dy



    .

类似地，如果积分区域 D 可以表示为

{( , ) | ,D x y c y d  

1 2( ) ( )}y x y  

称为 Y 型区域（如图），其中函 数 1 2( ), ( )y y  在

区间[ , ]c d 上连续，那么就有

2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )
( , ) [ ( , ) ] ( , )

d y d y

c y c y
D

f x y d f x y dx dy dy f x y dx
 

 
      

这就是先对 x，后对 y积分的累次积分。

)(1 xy 

)(2 xy 

x

y

ba

D

y
d

c

xo

)(2 yx 
)(1 yx 
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注：（1）有的情况下积分区域既 是 X 型区域又

是 Y 型区域（如右图），不妨设为

{( , ) | ,D x y a x b  

1 2( ) ( )}x y x   )}()(,),{( 21 yxydycyx   ，则

2

1

( )

( )
( , ) ( , )

b x

a x
D

f x y dxdy dx f x y dy



  

 
d

c

y

y
dxyxfdy

)(

)(

2

1
),(




．

为计算方便，可以选择积分次序，在必要时也可交换积分次序．

（2）若积分区域较复杂，可将其分成若干个互不相交的

X 型区域或 Y 型区域．如右图中： 321 DDDD  ，则

有    
D D D D1 2 3

．

（3）利用被积函数的奇偶性及积分区域 D的对称性，常会大大化简二重积分的计算．

设函数 ),( yxf 在闭区域 D上连续，且D关于 x轴对称，位于 x轴上方的部分记为 1D ，则在D

上

若 ),(),( yxfyxf  ，则  
1

),(2),(
DD

dxdyyxfdxdyyxf ；

若 ),(),( yxfyxf  ，则 0),( 
D

dxdyyxf ．

当区域关于 y 轴对称，函数关于变量 x有奇偶性时有类似的结果．

在利用这种方法时，要同时兼顾到被积函数 ),( yxf 的奇偶性和积分区域 D的对称性两方面．

例１ 计算 ,
D

xyd 其中 D是

(1) 由直线 2,1  xy 及 xy  所围成的闭区域；

(2) 由抛物线 xy 2
和直线 2 xy 所围成的闭区

域．

解：（ 1）解法 1． 将 D 看作 X– 型区域， 则








21
1

:
x

xy
D ．于是

)(2 xy 

xo

y

D

ba

)(1 yx 
)(2 yx 

d

c
x

)(1 xy 
y

o x

y

1D

2D

3D

x

y

2

1

1

xy 

o

2

x

y
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I 
2

1
d x 

x
yyx

1
d  

2

1

2
2
1 d 

1
 x

x
yx

  
2

1 2
13

2
1 dxxx

8
9

 ．

解法 2． 将 D看作 Y–型区域， 则







21
2

:
y
xy

D ．于是，

I 
2

1
d y 

2
d

y
xyx  

2

1

2
2
1 d 

2
 y

y
yx   

2

1

3
2
1 d2 yyy

8
9

 ．

（2为计算简便，先对 x 后对 y 积分，则







21

2
:

2

y
yxy

D ．于是，

I 
2

1
d y 

2

2
d

y

y
xyx

 
2 21

2 21

2
  d

y
x y y

y


 

 
2 2 5

1

1  ( 2)  d
2

y y y y


  

  2
1

623
4

6
12

3
4

42
1

 yyyy
8
45

 ．

例 2 计算二重积分
22 y

D

x e dxdy ，其中 D是直线 2x y x 、 及双曲线 1xy  所围成的区

域．

解： 首先画出 D 的图形（如图 7.10）。由图可知 D是 X–型区域，即：

1{( , ) | ,1 2}D x y y x x
x

    

所以
2 2 22 2 2 3

1 12 21 1 1

9[ ] [ ] | ( )
4

x x

x xD

x x xI dxdy dy dx dx x x dx
y y y

          

如果利用 Y–型区域，就必须将 D 分成两部分，比较麻烦。

例 3. 求两个圆柱面
2 2 2x y a  ，

2 2 2x z a  相交部分的体积。

解：利用立体关于坐标平面的对称性（如图 7.11-7.12），所求的体积为第一卦线体积的 8 倍。

第一卦限部分的底为

2 2{( , ) | 0 ,0 }D x y y a x x a     

它的顶为柱面
2 2z a x  ，于是

D

xy 2

2 xy

2

1
4

o

y

x

y
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2 2
2 2 2 2

0 0
8

a a x
a x dxdy dx a x dy


    

 
  

D

V=8

 
3

2 2 3 3 3 3
00

168 8 8
3

a a aa x dx a x a a              
1 1

    
3 3

例 4 设 D 由曲线 0, 1x y  及 y x 所围成的区域，计算
22 y

D

x e dxdy 。

解: 先对 x后对 y 积分，有

2 2 21 12 2 3

0 0 0

1
3

yy y y

D

x e dxdy e dy x dx e y dy      

2 212 1 2
0 0

1
6

y yy e e dy        2 1
0

1 1 1 1 .
6 6 6 3

ye
e e

    

注：若先对 y后对 x积分就不能计算了！

例 5（地科） 计算二重积分
2

D

x ydxdy ，其中区域 D 是由
2 20, 1y x y   所围成的上半平面

中的图形。

解：
2{( , ) | 0 1 , 1 1}D x y y x x      

因此
21 1 12 2 2 2

1 0 1

1 2(1 )
2 15

x

D

x ydxdy dx x ydy x x dx


 
      

例 6（地科）设 D 是由直线 ,y x 抛物线
2y x 所围的区域，求

(2 )
D

x y dxdy 

解：X-区域：
2{( , ) | ,0 1}D x y x y x x    

Y-区域： {( , ) | ,0 1}D x y y x y y     11
60

例 7（地科）设 D 是以 (0,0), (0,1), (1,1) 为顶点的三角形区域，求
2y

D

e dxdy
解：先对 x后对 y 积分，有

2 2 21 1

0 0 0

1 1(1 ).
2

yy y y

D

e dxdy dy e dx ye dy
e

        

二、利用极坐标计算二重积分

有些二重积分 积分区域 D 的边界曲线用极坐标方程来表示比较方便 且被积函数用极坐标变

量 、 表达比较简单 这时我们就可以考虑利用极坐标来计算二重积分 ( , )
D

f x y d 
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我们知道二重积分的定义为：

iii

n

iD

fdyxf 




 ),(lim),(

10

下面我们来研究这个和的极限在极 坐标系中的形式

假设以从极点 O 出发的一族射线及 以极点为中心的一

族同心圆（ r 常数）构成的网将区域 D 分为 n 个小闭区域

小闭区域的面积为

2 21 1 1( ) (2 )
2 2 2i i i i i i i i i ir r r r r r               

( )
2

i i i
i i i i i

r r r r r r   
      

其中 ir 表示相邻两圆弧的半径的平均值 在这个小的闭区域内取圆周 ir r 上的一点 ( , )i ir  ，该点的

直角坐标若为 ( , )i i  ，则由直角坐标与极坐标之间的关系有 cos , sini i i i i ir r     。于是

0 01 1
lim ( , ) lim ( cos , sin )

n n

i i i i i i i i i
i i
f f r r r r

 
     

  
    

所以 ( , ) ( cos , sin )
D D

f x y d f r r rdrd    
即 ( , ) ( cos , sin )

D D

f x y dxdy f r r rdrd   
若积分区域 D 可表示成：

1 2{( , ) | ( ) ( ), }r r           ，（如图 7.15）

其中 1 2( ), ( )    在[ , ]  连续，则有

2

1

( )

( )
( , ) ( cos , sin )

D

f x y dxdy d f r r rdr
  

  
    

或
2

1

( )

( )
( , ) [ ( cos , sin ) ]

D

f x y dxdy f r r rdr d
  

  
    

特别地，若积分区域 D 可以表示成：

{( , ) | 0 ( ), }r r         ，（如图 7.16）

则
( )

0
( , ) ( cos , sin )

D

f x y dxdy d f r r rdr
  


    

如果区域 D 是一条把原点 O 包围在其内部的封闭曲线所围成，即 D 表示为（图 7.17）
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}20),(0|),{(   rr ，则

2 ( )

0 0
( , ) ( cos , sin )

D

f x y dxdy d f r r rdr
  
     

例 8 计算
2yI dxdy 

2-x

D

e  其中区域 D是由圆周
2 2 2x y a  所围成

解 令 ,cosrx  ,sinry  ，则在极坐标系中 D 可以表示为

0 ,0 2r a      ，于是

2 2 2 2 22 2

00 0 0

1[ ]  [ ]
2

ax y r r r a

D D

I e dxdy e rdrd e rdr d e d
 

              

2 22

0

1 (1 ) (1 )
2

a ae d e

     

注意：本题如果用直角坐标计算，由于积分 dxe x  2

不能用初等函数表示，所以算不出来。我

们可以利用上面的结果来计算工程上常用的反常积分 dxe x
 

0

2

。

设   0,0,, 222
1  yxRyxyxD ，   RyRxyxS  0,0,

  0,0,2, 222
2  yxRyxyxD ，显然， 21 DSD 

而被积函数满足 0
22

 yxe ,故

  
2

2222

1

22

D

yx

S

yx

D

yx dxdyedxdyedxdye

再利用例 8 的结果有

)1(
4

2

1

22 R

D

yx edxdye  


,

)1(
4

2

2

22 2R

D

yx edxdye  


,

  
R

y
R

x
R

yx
R

S

yx dyedxedyedxdxdye
0000

222222

2

00000

22222



































  

R
x

R
x

R
x

R
y

R
x dxedxedxedyedxe

故不等式改写成 ：

   
4 4

1
4

1
4

2 2 2

0

2
2R R x

R
R Re e dx e       









    ( ) ( )

所以当 R 时有

e dxx











 

2

0

2

4


, 即

I e dxx 



2

0 2


。

例 9 求球体 x
2y2z24a2

被圆柱面 x
2y22ax 所截得的（含在圆柱面内的部分）立体的体积

解 由对称性 立体体积为第一卦限部分的四倍
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2 2 24 4
D

V a x y dxdy   ，

其中 D 为半圆周
22y ax x  及 x 轴所围成的闭区域

在极坐标系中 D 可表示为 ：0 cosr a   ，
 0
2
  ，所以

2 cos2 2 2 22
0 0

4 4 4 4
a

D

V a r rdrd d a r rdr
 

      

2 3 22
0

32 32 2(1 sin ) ( )
3 3 2 3
a d a

     

例 10 求由双纽线
2 2 2 2 2 2( ) 2 ( )x y a x y   所围成的区域的面积 A。

解：原方程在极坐标下为
2 22 cos 2r a  ，由对称性（如图 7.19），

2cos2
4

0 0
4 4 4

a

D D

A d rdrd d rdr
 

        2 24
0

4 cos 2 2a d a


   .

例 11（地科）计算 Poisson 积分
2xI e dx

 


  。

解 ： 因 为 无法 作 初 等 函 数
2xe 的 原 函 数 ，所 以 不 能 直 接 进 行积 分 。 但 是 由 于

2 2 2 22 x x x y

D

I e dx e dx e dxdy
    

 
   

其中 D 为整个坐标平面，由于被积函数和积分区域的对称性，只要计算它在第一象限 1D 上的积分，

因为 1 {( , ) | 0 ,0 }
2

D r r       

所以
2 2 2 2

1

2 2
00 0

14 4 4 ( ) |
2 2

x y r r

D

I e dxdy d e rdr e
  

            

因此 I  。

注意：使用极坐标变换计算二重积分的原则：

(1)、积分区域的边界曲线易于用极坐标方程表示( 含圆弧,直线段 )；

(2)、被积函数表示式用极坐标变量表示较简单( 含( )x y2 2 
,  为实数 )。

复习思考题、作业题：
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下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 13 周 课 次 第 25 次

章 节

名 称
§11.1 对弧长的曲线积分

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1，知识目标：使学生掌握对曲线的弧长的计算。

2，能力目标：能熟练计算二重积分。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：对弧长的计算

难点： 对弧长的计算

我们已经把定积分的概念推广到了重积分，被积函数是二元函数或三元函数，积分区域是平面

区域或空间区域，积分概念还可以推广到曲线积分和曲面积分。本章将介绍曲线积分、曲面积分的

概念、应用、计算方法，以及它们和重积分之间的联系。

一、 对弧长的曲线积分的概念与性质

金属曲线的质量 设有一有限长的金属曲线 C，其上不均

匀地分布着质量，因此金属曲线 C 的线密度是变 量 。 设 其 在

xOy面内的一段曲线弧 L  它的端点是 A,B,在 L上 任一点 ),( yx

处，它的线密度为 ),( yx ，现在要计算这金属曲 线 C 的质量

M.

把曲线分成 n小段 s1 s2    sn(si也表示 弧长)任取(i 

i)si 得第 i小段质量的近似值 iii s),(  ，于 是整个物质曲
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线的质量近似为 iii

n

i
sM 



),(
1

 

令max{s1 s2    sn}0 则整个物质曲线的质量为

iii

n

i
sM  




),(lim
10






这种和的极限在研究其它问题时也会遇到

定义 设 L 为 xOy 面内的一条光滑曲线弧 函数 f(x y)在 L 上有界 在 L 上任意插入一点列 A1

A2    An1把 L 分在 n 个小段. 设第 i 个小段的长度为si 又(i i)为第 i 个小段上任意取定的

一点 作乘积 f(i i)si (i1 2   n ) 并作和 iii

n

i
sf 


 ),(

1
  如果当各小弧段的长度的最大

值0 这和式的极限总存在 则称此极限为函数 ( , )f x y 在曲线弧 L 上对弧长的曲线积分或第一类

曲线积分 记作 dsyxf
L

),(  即 iii

n

iL
sfdsyxf 


 ),(lim),(

10





其中 ( , )f x y 叫做被积函数 L 叫做积分弧段

曲线积分的存在性 当 ( , )f x y 在光滑曲线弧L上连续时 对弧长的曲线积分 dsyxf
L

),( 是存在

的以后我们总假定 ( , )f x y 在 L 上是连续的

根据对弧长的曲线积分的定义曲线 C 的质量就是曲线积分 dsyx
L

),(  的值 其中(x y)为线

密度

对弧长的曲线积分的推广到积分弧段为空间曲线的情况

iiii

n

i
sfdszyxf 


 ),,(lim),,(

10





如果L(或)是分段光滑的 则规定函数在L(或)上的曲线积分等于函数在光滑的各段上的曲线

积分的和 例如设 L 可分成两段光滑曲线弧 L1及 L2 则规定

dsyxfdsyxfdsyxf
LLLL

),(),(),(
2121
 




闭曲线积分  如果 L 是闭曲线  那么函数 ( , )f x y 在闭曲线 L 上对弧长的曲线积分记作

dsyxf
L

),( 

对弧长的曲线积分的性质

性质 1 设 c1、c2为常数 则
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dsyxgcdsyxfcdsyxgcyxfc
LLL

),(),()],(),([ 2121   

性质 2 若积分弧段 L 可分成两段光滑曲线弧 L1和 L2 则

dsyxfdsyxfdsyxf
LLL

),(),(),(
21
  

性质 3 设在 L 上 f(x y)g(x y) 则  
LL

dsyxgdsyxf ),(),( 

特别地 有  
LL

dsyxfdsyxf |),(||),(|

二、对弧长的曲线积分的计算法

若曲线 L 的参数方程为 x(t) y (t) (t)

则质量元素为 dtttttfdsyxf )()()]( ),([),( 22   

曲线的质量为  



 dtttttf )()()]( ),([ 22 

即  



 dtttttfdsyxf

L
)()()]( ),([),( 22 

定理 设 ( , )f x y 在曲线弧 L上有定义且连续 L 的参数方程为

 
 







ty
tx


    t 其中    tt  , 在 [    ]上具有一阶连续导数  且

    0, 2/2/  tt   则曲线积分 dsyxf
L

),( 存在 且

dtttttfdsyxf
L

)()()](),([),( 22 



     （1）

应注意的问题 定积分的下限一定要小于上限

讨论

(1)若曲线 L 的方程为  xy   bxa 

则 dxxxxfdsyxf
b

aL   )(1)](,[),( 2/  （2）

(2) 若曲线 L 的方程为  yx   dyc 

则 dyyyyfdsyxf
d

cL   1)(]),([),( 2  （3）

(3) 若曲的方程为      tztytx   ,, ，    t ，则

dtttttttfdszyxf )()()()](),(),([),,( 222 



  （4）

例 8.1 计算 
L

xyds，其中 L 为椭圆







tby
tax

sin
cos

在第一象限的部分。
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解：由公式：
2 2[ ( ), ( )] ( ) ( )

L
xyds f t t t t dt




      

2 2 2 2
2

0
sin 2 cos 2 .

2 2 2
ab a b b at tdt

  
 

2 2 2 2 2 2cos2 1

1

( ).
4 2 2 3(

u t ab a b b a ab a ab budu
a b





   
  



例 8.2 计算 
L

yds  其中 L 是抛物线 yx2上点  2,1 与点  2,2 之间的一段弧

解：由 2y x 得
1
2

y
x

  ，由公式（2）可知

3 32 2
2 2

1 1

1 12 1 1 2 (5 3 )
2 3L

yds x dx xdx
x

        

例 8.3 计算 ( )
L
x y ds ，L 为连接三点  0,0O ，  0,1A ，  1,1B 的直线段。

解：
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
L L OA L AB L BO
x y ds x y ds x y ds x y ds           

例 8.4 计算曲线积分 ds
zyx  222

1
 其中为螺旋线 cosx a t ， siny b t ，z bt 的第一

圈（上相应于 t 从 0 到达 2 的一段弧）

解：
2 2 2 2 2( ) ( ) ( )ds x t y t z t a b dt       ，由（4）式有

2 222 2
2 2 2 2 2 20

1 2arctandt a b bds a b
x y z a b t ab a

 



  

   

练习： 计算半径为 R、中心角为 2的圆弧 L 对于它的对称轴的转动惯量 I(设线密度为1)

解 取坐标系如图所示 则  L
dsyI 2 

曲线 L 的参数方程为

xRcos yRsin (<)

于是  L
dsyI 2  




 dRRR 2222 )cos()sin(sin





dR 23 sin R3(sin cos)

小结 用曲线积分解决问题的步骤

(1)建立曲线积分

(2)写出曲线的参数方程 ( 或直角坐标方程)  确定参数的变化范围

(3)将曲线积分化为定积分
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(4)计算定积分

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 13 周 课 次 第 26 次

章 节

名 称
§11.2 对坐标的曲线积分

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1，知识目标：使学生掌握对坐标的曲线积分的概念、性质；熟练对坐标的

曲线积分的计算。

2，能力目标：能熟练掌握对坐标的曲线积分的计算。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：对坐标的曲线积分的概念、计算

难点： 对坐标的曲线积分的概念、计算，两类曲线积分的联系

一、对坐标的曲线积分的概念与性质

变力沿曲线作功 设一个质点在 xOy 面 内 在 变 力 F(x 

y)P(x y)iQ(x y)j的作用下从点A沿光滑曲 线弧L移动到点B 试

求变力 F(x y)所作的功

用曲线 L上的点
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),( 00 yxAA O , ),( 111 yxA ，… ),( 111  nnn yxA , ByxA nnn ),( 把 L分成 n个小弧段取其中有向

线段 ii AA 1 ，由于 ii AA 1 光滑且很短，可以用有向线段     jyixAA iii 1 来近似代替它，其中

1 iii xxx ， 1 iii yyy ， 在 ii AA 1 上任取一点 ),( ii  处力

      jQiPF iiiiii  ,,,  来近似代替这小弧段上各点处的力，这样，变力 F(x y)沿小弧段

ii AA 1 所作的功 iW 可近似地等于常力  iiF  , 沿直线段 ii AA 1 所作的功：

 iii FW  , ii AA 1  ni ,,2,1 

即     iiiiiii yQxPW   ,,

于是     ],,[limlim
1010 iiiiii

n

i
i

n

i
yQxPWW  










定义 设 L为 xOy面内从点 A到点 B的一条有线光滑曲线弧，函数  yxP , ，  yxQ , 在 L上有

界。用 L上的点 ),( 00 yxAA O , ),( 111 yxA ， ),( 111  nnn yxA ,

ByxA nnn ),( 把 L分成 n个有向小弧段 ii AA 1 ，设 1 iii xxx ， 1 iii yyy ，点 ),( ii  为

ii AA 1 上任意取定的点。如果当各小弧段长度的最大值 0 时，   ],[
1

iii

n

i
xP 



 的极限存在（不

依赖于曲线的分割与中间点的取法），则称此极限为函数  yxP , 在有向曲线 L上对坐标 x的曲线积

分，记作 L dxyxP ),( .类似地，如果   ],[lim
10 iii

n

i
yQ 







存在，则称此极限为函数  yxQ , 在有向

曲线 L上对坐标 y的曲线积分，记作 L dyyxQ ),( 。对坐标的曲线积分也叫第二类曲线积分 即

L dxyxP ),(   ],[lim
10 iii

n

i
xP 







L dyyxQ ),(   ],[lim
10 iii

n

i
yQ 







其中  yxP , ，  yxQ , 叫做被积函数，L 叫做积分弧段。

说明：1、为了指明方向，对坐标的曲线积分也记作  )(
),(

ABL
dxyxP ,
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 )(
),(

ABL
dyyxQ ，L(AB)表示曲线弧由 A 到 B.

2、当  yxP , ，  yxQ , 在 L 上连续时， L dxyxP ),( ， L dyyxQ ),( 都存在。

3、对坐标的曲线积分常以两种曲线积分的组合形式出现，即

L dxyxP ),( + L dyyxQ ),(

简记为  dyyxQdxyxP
L

,),(  或 QdyPdx
L


定义的推广 可以推广到积分弧段为空间有向曲线弧的情形：







n

i
iiiiL
xPdxzyxP

10
),,(lim),,( 










n

i
iiiiL
yQdyzyxQ

10
),,(lim),,( 










n

i
iiiiL
zRdzzyxR

10
),,(lim),,( 




简写成  
 dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(  

对坐标的曲线积分的性质

(1) 如果把 L分成 L1 和 L2 则

 
21 LLL

QdyPdxQdyPdxQdyPdx 

(2) 设 L是有向曲线弧 L是与 L方向相反的有向曲线弧 则

 
 LL

dyyxQdxyxPdyxQdxyxP ),(),(),(),( 

二、对坐标的曲线积分的计算

定理 设 P(x y)、Q(x y)在有向曲线弧 L上连续，L的参数方程为
 
 







ty
tx




，当参数 t单调地

由变到时点M(x y)从 L的起点 A沿 L运动到终点 B (t) (t)在以及为端点的闭区间上具有

一阶连续导数，且     0, 2/2/  tt  ，则曲线积分  dyyxQdxyxP
L

,),(  存在，且

 dyyxQdxyxP
L

,),(  =             dttttQtttP 



 ],[],[
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证明： 在 L 上取一列点 OAA  , 1A … 1nA , BAn 

它们对应于一列单调变化的参数值    nn ttttt ,,,,, 1210 

根据对坐标的曲线积分的定义，有 L dxyxP ),( =   iii

n

i
xP 







,lim
10

因为    11   iiiii ttxxx  ，由微分中值定理，在 1it 与 it 之间至少存在一点 i ，使

      iiii tt   1 ，即   iii tx   ，由于 L dxyxP ),( =   iii

n

i
xP 







,lim
10

的值与

),( ii  的选取无关，则有：

L dxyxP ),( =     iiii

n

i
tP 







)(),(lim
10

存在，

且有  



 dttttPdxyxP

L
)()](),([),(

同理有  



 dttttQdyyxQ

L
)()](),([),(

注：

1、 下限 a对应于 L的起点 上限 对应于 L的终点 不一定小于 

2、 若空间曲线由参数方程 x t) y = (t) z(t) 给出 那么曲线积分

  dzzyxRdyzyxQdxzyxP ),,(),,(),,(

       ]],,[)()](),(),([{
 

ttttQttttP 



  dtttttR )}()](),(),([  

其中对应于的起点 对应于的终点

3、L 的方程为  xy  ，则参数方程可认为是  





xy
xx



 dyyxQdxyxP
L

,),(  =       dxxxxQxxP
b

a   ],[],[

其中 a对应于 L 的起点 b对应于 L 的终点

同理，L 的方程为 ( )x y ，则

 ( , ) ,
L
P x y dx Q x y dy        [ , ] [ , ]

d

c
P y y y Q y y dy   

其中 c对应于 L 的起点 d 对应于 L 的终点

例 8.5 计算曲线积分  dyxyx
L  22

，L 为逆时针方向的上半椭圆：
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tbytax sin,cos  ，  t0 。

解：  2 2 2

0
2 ( cos 2 cos sin ) cos

L
x xy dy a t ab t t b tdt


   

2 3 2 2 2

0 0

4cos 2 cos sin
3

a b tdt ab t tdt ab
 

   
例8.6 计算曲线积分  

L
dyxdxxyI 322 ，其中L为从 )0,0(o 到  1,1A 的一段。（1）y=x, (2)

y=x 2 (3) 3
1

xy  。

解：（1）
3
4
；（2）

11
15

；（3）
17
20

例 8.7 计算  






ABCDA
yx

yx

eyx
dydxe

2)(
22

，其中 ABCDA 是以 A（1,0），B（0,1），C（-1,0），D（0，

-1）为顶点的正方形围线。

解：正方形 ABCDA 围线的方程为 1x y  ，故

22 2 ( )
2( )

x yx y
x y

ABCDA ABCDA ABCDA

dx dy dx dye e e dx dy
x yx y e




 
  

    

AB AB BC CD DA
ABCDA

dx dy dx dy dx dy dx dy dx dy dx dy               
=0-2+0+2=0

所以  






ABCDA
yx

yx

eyx
dydxe

2)(
22

=0。

例 8.8 计 算 dzxdyyxxydx
L

2)(   其 中 L 是 螺 旋 线 btztaytax  ,sin,cos 从

 baB ,0, 到  0,0,aA 的一段。

解：
2( )

L
xydx x y dy x dz  
0 3 2 2 2 2 2 2( cos sin cos cos sin cos )a t t a t a t t a b t dt


    
21 (1 )

2
a b  

例 8.9 从 A 站到 B 站为一水平弯道，在平面坐标系 xoy 中为曲线 L： 2

2
1 xy  ，已知机车牵引力

大小为
6105.4 k 牛顿，求列车从 A 站到 B 站时，机车所做的功。

解：将列车视为一质点，则机车所做的功相当于质点在 F 作用下从点 A 移动到点 B 时变力 F 所

做的功。F 的大小不变，方向改变，F 在点 M 处的方向为点 M 处 L 的切线方向。由导数的几何意
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义，切线斜率 tan ( )f x x   ，设切线的单位向量为 l，则

2 2 2 2

1 tan 1cos sin
1 tan 1 tan 1 1

xl i j i j i j
x x

 
 

     
   

     

于是
2 21 1

k kxF kl i j
x x

  
 

 

所以变力 F 所做的功为

2140

2 2 2 220

1( )
1 1 1 1L

k kx xW dx dy k dx
x x x x

   
   

 

104.3204353 10  （Nm）

三、两类曲线积分之间的联系

由定义 得

 
LL

dsQPdyyxQdxyxP )coscos(),(),( 

其中 cos
ds
dx

， cos
ds
dy

为有向曲线弧 L上点(x y)处切线方向的方向余弦。

事实上，我们认定曲线的切线方向对应于弧长 s增加的方向，并设曲线 L 的长度AB l ，则曲

线的参数方程为
 
 

x s
y s





 

 ls 0 。

由对坐标曲线积分的计算法，得

 
L

dyyxQdxyxP ),(),(

=           





 
l

ds
dysysxQ

ds
dxsysxP

0
,,

=         
0

, cos , cos
l
P x s y s Q x s y s ds        （1）

又由对弧长曲线积分的计算方法，得

   [ , cos , cos ]
L
P x y Q x y ds 

=         
0

, cos , cos
l
P x s y s Q x s y s ds        （2）

故有  
LL

dsQPdyyxQdxyxP )coscos(),(),( 

类似地，空间曲线上两类曲线积分之间有如下联系：

 
 dsRQPRdzQdyPdx )coscoscos( 
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 
 rF ddsRQP }cos,cos,{cos},,{  

其中 F{P Q R} 0r {cos cos cos}为有向曲线弧上点(x y z)处单位切向量 dr 0r ds {dx dy

dz }

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 0 周 课 次 第 次

章 节

名 称
§11.3 格林公式及应用

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数

教 学

目 的

要 求

熟练掌握格林公式并会运用平面曲线积分与路径无关的条件，会求全微分

的原函数。

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：格林公式及其应用

难点： 应用格林公式计算对坐标的曲线积分

一、格林公式

单连通与复连通区域

设 D为平面区域 如果 D内任一闭曲线所围的部分都属于 D 则称 D为平面单连通区域 否则

称为复连通区域

对平面区域 D的边界曲线 L 我们规定 L的正向如下 当观察者沿 L的这个方向行走时 D内在

他近处的那一部分总在他的左边

区域 D的边界曲线 L的方向 当沿着边界曲线 L 正向（逆时针方向）运动时，区域 D 永远位于

它的左侧。

定理 1 设闭区域 D由分段光滑的曲线 L围成 函数 P(x y)及 Q(x y)在 D上具有一阶连续偏导数

则有
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 






L
D

QdyPdxdxdy
y
P

x
Q )( （1）

其中 L是 D的取正向的边界曲线

证明 仅就 D即是 X－型的又是 Y－型的区域情形进行证明

设 D{(x y)|1(x)  y  2(x) a  x  b} 因为
y
P



连续 所以由二重积分的计算法有

dxxxPxxPdxdy
y
yxPdxdy

y
P b

a

x

x

b

a
D

)]}(,[)](,[{}),({ 12

)(

)(

2

1














 

另一方面 由对坐标的曲线积分的性质及计算法有

 
a

b

b

aLLL
dxxxPdxxxPPdxPdxPdx )](,[)](,[ 21

21



dxxxPxxP
b

a
)]}(,[)](,[{ 21    

因此

 



L
D

Pdxdxdy
y
P 

设 D{(x y)|1(y)x2(y) cyd} 类似地可证

 



L
D

Qdxdxdy
x
Q



由于 D即是 X－型的又是 Y－型的 所以以上两式同时成立 两式合并即得

 













L
D

QdyPdxdxdy
y
P

x
Q



一般情形，即闭区域 D 不满足以上条件，可以在 D 内引进一条或几条辅助曲线，将 D 分成有限

个部分闭区域，是每个部分闭区域都满足上述条件即可。

注 1：例如，若区域 1 2 3D=D +D +D ， 边界MNPM ，由格林

公式有

1D MCBAM

P dxdy Pdx dy
x y
 

  
     

 

2D ABPA

P dxdy Pdx dy
x y
 

  
     

   

3D BCNB

P dxdy Pdx dy
x y
 

  
     

 
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D L

P dxdy Pdx dy
x y
 

  
      
  
2、对复连通区域 D 格林公式右端应包括沿区域 D的全部边界的曲线积分 且边界的方向对区

域 D来说都是正向

设区域 D的边界曲线为 L 取 Py Qx 则由格林公式得

 
L

D

ydxxdydxdy2  或  
L

D

ydxxdydxdyA
2
1 

例 8.10设 L是任意一条分段光滑的闭曲线 证明

 
L

dyxxydx 02 2 

证  令 P  2xy  Q  x2  则 022 




 xx

y
P

x
Q

 因 此  由 格 林 公 式 有

002 2   dxdydyxxydx
D

L
 (为什么二重积分前有“”号？ )

例 8.11椭圆 xa cos  yb sin 0 2 )t  （ 所围成图形的面积 A

分析 只要 1






y
P

x
Q

 就有 Adxdydxdy
y
P

x
Q

DD








 )( 

解 设 D是由椭圆 x=acos  y=bsin 所围成的区域 令 yP
2
1  xQ

2
1  则

1
2
1

2
1 







y
P

x
Q



于是由格林公式  
LL

D

xdyydxxdyydxdxdyA
2
1

2
1

2
1

 



2

0
22 )cossin(

2
1 dabab 




2

02
1 dab ab

例 8.12 应用格林公式计算曲线积分

   dyyxdxxyx
L

223 

其中 L是区域 10  x ， 10  y 的正向边界。

解:    dyyxdxxyx
L

223 

=     dxdyxyx
y

yx
xD

 














 322 =  

1

0

1

0
dyxdx =

2
1
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例 8.13 计算  


L yx
ydxxdy

22  其中 L是椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x

取正向。

解 令 22 yx
yP

  22 yx

xQ


  则当 x2y20 时

有
y
P

yx
xy

x
Q










222

22

)(


记 L 所围成的闭区域为 D 当(0 0)D时 由格林公式得 022 



L yx
ydxxdy



当(0 0)D时 在 D内取一圆周 l x2y2r 2(r>0) 由 L及 l围成了一个复连通区域 D 1 应用格林公式

得

02222 






 lL yx
ydxxdy

yx
ydxxdy



其中 l的方向取逆时针方向

于是  





lL yx
ydxxdy

yx
ydxxdy

2222  


2

0 2

2222 sincos d
r
rr 2

练习： 计算  

D

y dxdye 2
 其中 D是以 O(0 0) A(1 1) B(0 1)为顶点的三角形闭区域

分析 要使
2ye

y
P

x
Q 







 只需 P0 2yxeQ  

解 令 P0 2yxeQ   则
2ye

y
P

x
Q 







 因此 由格林公式有




 
BOABOA

y

D

y dyxedxdye 22 )1(
2
1 11

0

22    edxxedyxe x

OA

y 

二、平面上曲线积分与路径无关的条件

设 G是一个开区域 P(x y)、Q(x y)在区域 G内具有一阶连续偏导数 如果对于 G内任意指定的

两个点A、B以及G内从点A到点B的任意两条曲线 L 1、L 2 等式  
21 LL

QdyPdxQdyPdx

恒成立 则称曲线积分  
L

QdyPdx 在 G内与路径无关 否则说与路径有关

设曲线积分  
L

QdyPdx 在 G内与路径无关 L 1和 L 2是 G内任意两条从点 A到点 B的曲线 则

有
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 
21 LL

QdyPdxQdyPdx 

因为

 
21 LL

QdyPdxQdyPdx  0
21

  LL
QdyPdxQdyPdx

 0
21

  LL
QdyPdxQdyPdx  0

)( 21
  LL

QdyPdx 

这里 L1+(-L2)一条有向闭合曲线，曲线积分  
L

QdyPdx 在 G内与路径无关相当于沿 G内任意闭

曲线 L的曲线积分  
L

QdyPdx 等于零

定理 2 设开区域G是一个单连通域 函数P(x y)及Q(x y)在G内具有一阶连续偏导数 则曲线

积分  
L

QdyPdx 在 G内与路径无关（或沿 G内任意闭曲线的曲线积分为零）的充分必要条件是等

式

x
Q

y
P







在 G内恒成立

证： 充分性易证

若
x
Q

y
P





  则 0







y
P

x
Q

 由格林公式 对任意闭曲线 L

有  













D
L

dxdy
y
P

x
QQdyPdx 0 

必要性 用反证法，设对于 G 内任一闭曲线 L，都有 0L QdyPdx ，而在 G 内至少存在一

点 M0G 使 0




 

y
P

x
Q

 不妨设>0 则由
y
P

x
Q







的连续性 存在 M0 的一个 邻域 U(M0, )

使在此邻域内有
2








y
P

x
Q

 于是沿邻域 U(M0, )边界 l 的闭曲线积分

0
2

)( 2

),( 0






  

MU
l

dxdy
y
P

x
QQdyPdx 

这与闭曲线积分为零相矛盾 因此在 G内 0






y
P

x
Q



注 1、定理要求 区域 G是单连通区域 且函数 P(x y)及 Q(x y)在 G内具有一阶连续偏导数 如果这

两个条件之一不能满足 那么定理的结论不能保证成立
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2、破坏函数 P、Q及
y
P



、
x
Q



连续性的点称为奇点

练习 计算  
L

dyxxydx 22 其中 L为抛物线 yx2上从 O(0 0)到 B(1 1)的一段弧

解 因为 x
x
Q

y
P 2







在整个 xOy面内都成立。

所以在整个 xOy面内 积分  
L

dyxxydx 22 与路径无关

 
ABOAL

dyxxydxdyxxydxdyxxydx 222 222 11
1

0
2  dy 

讨论 设 L 为一条无重点、分段光滑且不经过原点的连续闭曲线  L 的方向为逆时针方向 问

022 



L yx
ydxxdy

是否一定成立？

提示 这里 22 yx
yP

 和 22 yx

xQ


 在点(0 0)不连续 因为当 x2y20 时
y
P

yx
xy

x
Q










222

22

)(


所以如果(0 0)不在 L所围成的区域内 则结论成立 而当(0 0)在 L所围成的区域内时 结论未必成立



三、二元函数的全微分求积

曲线积分在 G内与路径无关 表明曲线积分的值只与起点从点(x0 y0)与终点(x y)有关

如果  
L

QdyPdx 与路径无关 则把它记为  
),(

),( 00

yx

yx
QdyPdx

即  
),(

),( 00

yx

yxL
QdyPdxQdyPdx 

若起点(x0 y0)为 G内的一定点 终点(x y)为 G内的动点 则

u(x y)  
),(

),( 00

yx

yx
QdyPdx

为 G内的的函数

二元函数 u(x y)的全微分为 du(x y)ux(x y)dxuy(x y)dy

表达式 P(x y)dx+Q(x y)dy与函数的全微分有相同的结构 但它未必就是某个函数的全微分

那么在什么条件下表达式 P(x y)dx+Q(x y)dy是某个二元函数 u(x y)的全微分呢？当这样的二元

函数存在时怎样求出这个二元函数呢？

定理 3 设开区域 G是一个单连通域 函数 P(x y)及 Q(x y)在 G内具有一阶连续偏导数 则 P(x y) dx

Q (x y) dy 在 G内为某一函数 u(x y)的全微分的充分必要条件是等式

x
Q

y
P







在 G内恒成立
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证明 必要性 假设存在某一函数 u(x y) 使得

duP(x y)dxQ(x y)dy

则有
yx
u

x
u

yy
P











 2

)( 
xy
u

y
u

xx
Q











 2

)( 

因为
y
P

yx
u





2

、
x
Q

xy
u





2

连续 所以
xy
u

yx
u





 22

 即
x
Q

y
P





 

充分性 因为在 G内
x
Q

y
P





  所以积分  

L
dyyxQdxyxP ),(),(

在 G内与路径无关 在 G内从点(x0 y0)到点(x y)的曲线积分可表示为

考虑函数 u(x y)  
),(

),( 00
),(),(

yx

yx
dyyxQdxyxP 

因为 u(x y)  
),(

),( 00
),(),(

yx

yx
dyyxQdxyxP

 
x

x

y

y
dxyxPdyyxQ

00
),(),( 0 

所以 ),(),(),(
00

0 yxPdxyxP
x

dyyxQ
xx

u x

x

y

y









  

类似地有 ),( yxQ
y
u 

  从而 du P(x y)dxQ(x y)dy 即 P(x y)dxQ(x y)dy是某一函数的全微分



求原函数的公式

 
),(

),( 00
),(),(),(

yx

yx
dyyxQdxyxPyxu 

 
y

y

x

x
dyyxQdxyxPyxu

00
),(),(),( 0 

 
x

x

y

y
dxyxPdyyxQyxu

00
),(),(),( 0 

例 8.15 算曲线积分

   dyyxedxxe y

L

y 2
其中 L 为通过三点（0,0），,（0,1）和（1,2）的圆周。

例 8.16 验证 在整个 xOy面内 ydyxdxyx 322 23  是某个函数的全微分 并求出一个这样的函

数

解 这里 P3x 2 y2 Q2 x3 y

因为 P、Q在整个 xOy面内具有一阶连续偏导数 且有

y
Pyx

x
Q






 26 
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所以在整个 xOy面内 ydyxdxyx 322 23  是某个函数的全微分

取积分路线为从 O(0 0)到 A(x 0)再到 B(x y)的折线 则所求函数为

 
),(

)0 ,0(

322 23),(
yx

ydyxdxyxyxu 2323

0

3

0
20 yx

y
yxydyx

y
  

例 8.17 证明曲线积分    dyyyxdxxyx
L

564 2232  与路径无关，并求曲线积分。

思考与练习

1在单连通区域 G内 如果 P(x y)和 Q(x y)具有一阶连续偏导数 且恒有
y
P

x
Q







 那么

(1)在 G内的曲线积分  
L

dyyxQdxyxP ),(),( 是否与路径无关?

(2)在 G内的闭曲线积分  
L

dyyxQdxyxP ),(),( 是否为零?

(3) 在 G内 P(x y)dxQ(x y)dy是否是某一函数 u(x y)的全微分?

2在区域 G内除M0点外 如果 P(x y)和 Q(x y)具有一阶连续偏导数 且恒有
y
P

x
Q







 G1是 G内

不含 M0的单连通区域 那么

(1)在 G 1 内的曲线积分  
L

dyyxQdxyxP ),(),( 是否与路径无关?

(2)在 G 1 内的闭曲线积分  
L

dyyxQdxyxP ),(),( 是否为零?

(3) 在 G 1内 P(x y)dxQ(x y)dy是否是某一函数 u(x y)的全微分?

3 在单连通区域 G内 如果 P(x y)和 Q(x y)具有一阶连续偏

导数
x
Q

y
P





  但

y
P

x
Q







非常简单 那么

(1)如何计算 G内的闭曲线积分?

(2)如何计算 G内的非闭曲线积分?

(3)计算 dyyedxyye xx
L

)2cos()2sin(   其中 L为逆时针方向的

上半圆周(xa)2y2a 2 y0



《高等数学》教案

123
师范教育系

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 14 周 课 次 第 27,28 次

章 节

名 称
§11.4 对面积的曲面积分

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标：使学生理解对面积的曲面积分的概念及性质；掌握对面积的

曲面积分的计算。

2，能力目标：能熟练掌握对面积的曲面积分的计算。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：对面积的曲面积分的概念、性质、计算

难点： 对面积的曲面积分的计算

教学步骤及内容：

一、对面积的曲面积分的概念与性质

物质曲面的质量问题

设为面密度非均匀的物质曲面 其面密度为(x y z) 求其质量 把曲面分成 n个小块 S1

S2     Sn (Si也代表曲面的面积) 求质量的近似值 iiii

n

i
S


 ),,(

1
 ((i i i )是Si上任意一
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点)取极限求精确值 iiii

n

i
SM 


 ),,(lim

10



(为各小块曲面直径的最大值)

定义 设曲面是光滑的 函数 f(x y z)在上有界 把任意分成 n小块 S1 S2     Sn (Si

也代表曲面的面积) 在Si上任取一点(i i i ) 如果当各小块曲面的直径的最大值0 时 极限

iiii

n

i
Sf 


 ),,(lim

10



总存在 则称此极限为函数 f(x y z)在曲面上对面积的曲面积分或第一类曲面

积分 记作 


dSzyxf ),,(  即

iiii

n

i
SfdSzyxf 




 ),,(lim),,(
10






其中 f(x y z)叫做被积函数 叫做积分曲面

对面积的曲面积分的存在性

我们指出当f(x y z)在光滑曲面上连续时对面积的曲面积分是存在的 今

后总假定f(x y z)在上连续

根据上述定义面密度为连续函数(x y z)的光滑曲面的质量M可表示为(x y z)在上对面积的曲面

积分 


 dSzyxfM ),,( 。

如果是分片光滑的我们规定函数在上对面积的曲面积分等于函数在光滑的各片曲面上对面积的

曲面积分之和 例如设可分成两片光滑曲面1及2(记作12)就规定





2121

),,(),,(),,( dSzyxfdSzyxfdSzyxf 

对面积的曲面积分的性质

(1)设 c 1、c 2 为常数 则

dSzyxgcdSzyxfcdSzyxgczyxfc ),,(),,()],,(),,([ 2121

  

(2)若曲面可分成两片光滑曲面1 及2 则

dSzyxfdSzyxfdSzyxf ),,(),,(),,(
21 
  

(3)设在曲面上 f(x y z)g(x y z) 则

dSzyxgdSzyxf ),,(),,(

  

(4) AdS 

  其中 A为曲面的面积

二、对面积的曲面积分的计算

设曲面的由方程 zz(x y)给出 在 xOy面上的投影区域为D  那么由第七章第五节二重积分的应
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用（曲面的面积 P65）可知曲面的面积元素为

dxdyyxzyxzdA yx ),(),(1 22  

根据元素法 所以有：

 
 D

yx dxdyyxzyxzyxzyxfdSzyxf ),(),(1)],(,,[),,( 22 

化曲面积分为二重积分 设曲面由方程 zz(x y)给出 在 xOy 面上的投影区域为 Dxy 函数

zz(x y)在 Dxy上具有连续偏导数 被积函数 f(x y z)在上连续 则

 
 xyD

yx dxdyyxzyxzyxzyxfdSzyxf ),(),(1)],(,,[),,( 22  （1）

如果积分曲面的方程为 yy(z x) Dzx为在 zOx面上的投影区域 则函数 f(x y z)在上对面积的

曲面积分为

 
 zxD

xz dzdxxzyxzyzxzyxfdSzyxf ),(),(1]),,(,[),,( 22  （2）

如果积分曲面的方程为 xx(y z) Dyz为在 yOz面上的投影区域 则函数 f(x y z)在上对面积的

曲面积分为

dydzzyxzyxzyzyxfdSzyxf zy
Dyz

),(),(1],),,([),,( 22  


（3）

例 8.18 计算曲面积分  dSzyx


 222
，其中是球面 x2y2z2a2。

解：由被积函数与曲面的对称性，所求积分等于两倍上半球面 1 上的积分。即：

   
1

2 2 2 2 2 2=2x y z dS x y z dS
 

     

1 的方程是：
2 2 2z a x y   ，从而面积微元为

2 2

2 2 2
1 ( , ) ( , )x y

adA z x y z x y dxdy dxdy
a x y

   
 

，曲面1在 xoy面上的投影区域 D 为：

2 2 2x y a  ，由公式（1）有

 
1

3 322 2 2 4

2 2 2 2 20 0
2

a

D

a a rx y z dS dxdy d dr a
a x y a r


 



    
  

   

于是  2 2 2 44x y z dS a


   。

如果利用曲面的方程将被积函数化简，并利用球面的面积公式，有

 2 2 2 2 2 44x y z dS a dS a dS a
  

        
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例 8.19 设高度为 H，底半径为 R 的直圆柱的质量是均匀分布的（设面密度为 1 ），求它对底

面中心处质量为 m 的质点的引力。

练习：（课后练习题 1、2）

1、 计算曲面积分 


dS
z
1  其中是球面 x2y2z2a2被平面

zh(0ha)截出的顶部

解 的方程为 222 yxaz   Dxy  x2y2a2h2

因为
222 yxa

xzx


 
222 yxa

yzy


 

dxdy
yxa

adxdyzzdS yx 222
221


 

所以  


 xyD

dxdy
yxa

adS
z 222
1

 








2

0 0 22

22 ha

ra
rdrda 22

0
22 )]ln(

2
1[2 haraa  

h
aaln2 

提示
222222

2

222

2
22 11

yxa
a

yxa
y

yxa
xzz yx








 

2、 计算 


xyzdS  其中是由平面 x0 y0 z0 及 xyz1 所围成的四面体的整个边界曲面

解 整个边界曲面在平面 x0、y0、z0 及 xyz1 上的部分依次记为1、2、3 及4 于是





4321

xyzdSxyzdSxyzdSxyzdSxyzdS





4

000 xyzdS  
xyD

dxdyyxxy )1(3

 



1

0

1

0
)1(3

x
dyyxyxdx 


1

0

3

6
)1(3 dxxx

120
3 

提示 4 z1xy

dxdydxdyzzdS yx 31 22  

复习思考题、作业题：
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下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 0 周 课 次 第次

章 节

名 称
§11 5 对坐标的曲面积分

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数

教 学

目 的

要 求

对坐标曲面积分的概念、性质、存在条件及其计算；两类曲面积分的关系

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：对坐标曲面积分的概念、性质、存在条件及其计算

难点： 对坐标曲面积分的计算

一、对坐标的曲面积分的概念与性质

有向曲面 通常我们遇到的曲面都是双侧的 例如由方程 zz(x y) 表示的曲面分为上侧与下侧

 设 n(cos cos cos)为曲面上的法向量 在曲面的上侧 cos0 在曲面的下侧 cos0 闭曲面

有内侧与外侧之分

类似地 如果曲面的方程为 yy(z x)则曲面分为左侧与右侧 在曲面的右侧 cos0 在曲面的

左侧 cos0 如果曲面的方程为 xx(y z) 则曲面分为前侧与后侧 在曲面的前侧 cos 0 在曲面

的后侧 cos0

设是有向曲面 在上取一小块曲面S 把S 投影到 xOy 面上得一投影区域 这投影区域的面

积记为()xy假定S上各点处的法向量与z轴的夹角的余弦cos有相同的符号(即cos都是正的或

都是负的) 我们规定S 在 xOy 面上的投影(S)xy为












0cos             0
0cos        )(
0cos        )(

)(




xy

xy

xyS 

其中cos0也就是()xy0的情形 类似地可以定义S在yOz面及在zOx面上的投影(S)yz及(S)zx

流向曲面一侧的流量 设稳定流动的不可压缩流体的速度场由

v(x y z)(P(x y z)  Q(x y z)  R(x y z))

给出 是速度场中的一片有向曲面 函数 P(x y z)、Q(x y z)、R(x y z)都在上连续 求在单

位时间内流向指定侧的流体的质量 即流量
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如果流体流过平面上面积为 A 的一个闭区域 且流体在这闭区域上各点处的流速为(常向量)v

又设 n 为该平面的单位法向量 那么在单位时间内流过这闭区域的流体组成一个底面积为 A、斜高为

|v|的斜柱体

当(v^n)
2
  时 这斜柱体的体积为 A|v|cosA vn

当(v^n)
2
 时 显然流体通过闭区域 A 的流向 n 所指一侧的流量为零 而 Avn0, 故Avn

当(v^n)
2
 时 Avn0 这时我们仍把Avn称为流体通过闭区域 A流向 n所指一侧的流量 它表

示流体通过闭区域 A 实际上流向n 所指一侧 且流向n 所指一侧的流量为Avn 因此 不论(v^n)

为何值 流体通过闭区域 A 流向 n 所指一侧的流量均为 Avn 

把曲面分成 n 小块 S1 S2    Sn(Si同时也代表第 i 小块曲面的面积) 在是光滑的和

v 是连续的前提下 只要Si的直径很小 我们就可以用Si上任一点(i, i, i )处的流速

viv(i, i, i )P(i, i, i )iQ(i, i, i )jR(i, i, i )k

代替Si上其它各点处的流速 以该点(i, i, i )处曲面的单位法向量

nicosi icosi j cosi k

代替Si上其它各点处的单位法向量 从而得到通过Si流向指定侧的流量的近似值为 viniS i

(i1, 2,    ,n)

于是 通过流向指定侧的流量

iii

n

i
S


 nv

1


iiiiiiiiiiiii

n

i
SRQP 


 ]cos),,(cos),,(cos),,([

1
 

但 cosiSi(Si)yz  cosiSi(Si)zx  cosiSi(Si)xy 

因此上式可以写成

]))(,,())(,,())(,,([
1

xyiiiizxiiiiyziiii

n

i
SRSQSP 


  

令0 取上述和的极限 就得到流量的精确值 这样的极限还会在其它问题中遇到 抽去它们

的具体意义 就得出下列对坐标的曲面积分的概念

定义 设为光滑的有向曲面 函数 R(x y z)在上有界 把任意分成 n 块小曲面Si(Si同时

也代表第 i 小块曲面的面积) 在 xOy 面上的投影为(Si)xy (i, i, i )是Si上任意取定的一点 如

果当各小块曲面的直径的最大值0 时 xyiiii

n

i
SR ))(,,(lim

10



 


总存在 则称此极限为函数

R(x y z)在有向曲面上对坐标 x、y 的曲面积分: 记作 


dxdyzyxR ),,( 
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即 xyiiii

n

i
SRdxdyzyxR ))(,,(lim),,(

10





 




类似地有

yziiii

n

i
SPdydzzyxP ))(,,(lim),,(

10





 




zxiiii

n

i
SQdzdxzyxQ ))(,,(lim),,(

10





 




其中 R(x y z)叫做被积函数 叫做积分曲面

以上三个曲面积分也称为第二类曲面积分

对坐标的曲面积分的存在性 , ,P Q R在光滑的曲面上连续。

对坐标的曲面积分的简记形式

在应用上出现较多的是




 dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,(

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,( 




流向指定侧的流量可表示为

 dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,( 




一个规定 如果是分片光滑的有向曲面 我们规定函数在上对坐标的曲面积分等于函数在

各片光滑曲面上对坐标的曲面积分之和

对坐标的曲面积分的性质

对坐标的曲面积分具有与对坐标的曲线积分类似的一些性质 例如

(1)如果把分成 1和2 则

RdxdyQdzdxPdydz 


RdxdyQdzdxPdydzRdxdyQdzdxPdydz  
 21



(2)设是有向曲面 表示与取相反侧的有向曲面 则

RdxdyQdzdxPdydzRdxdyQdzdxPdydz  




这是因为如果n(cos  cos  cos)是的单位法向量 则上的单位法向量是 n ( cos 

cos  cos)



《高等数学》教案

130
师范教育系

RdxdyQdzdxPdydz 


dSzyxRzyxQzyxP


 }cos),,(cos),,(cos),,({ 

RdxdyQdzdxPdydz  


二、对坐标的曲面积分的计算法

将曲面积分化为二重积分 设积分曲面由方程 zz(x y)给出的 在 xOy 面上的投影区域为 Dxy

 函数 zz(x y)在 Dxy上具有一阶连续偏导数 被积函数 R(x y z)在上连续 则有

 
 xyD

dxdyyxzyxRdxdyzyxR )],(,,[),,( 

其中当取上侧时 积分前取“” 当取下侧时 积分前取“”

这是因为 按对坐标的曲面积分的定义 有




dxdyzyxR ),,(  



n

i
xyiiii SR

10
))(,,(lim 




当取上侧时 cos 0 所以(Si)xy (i)xy

又因(i, i, i)是上的一点 故iz(i, i) 从而有





n

i
xyiiiii

n

i
xyiiii zRSR

11
))](,(,,[))(,,(  

令0 取上式两端的极限 就得到

 
 xyD

dxdyyxzyxRdxdyzyxR )],(,,[),,( 

同理当取下侧时 有

 
 xyD

dxdyyxzyxRdxdyzyxR )],(,,[),,( 

因为当取上侧时 cos0 (Si)xy(i)xy 当(i, i, i)时 iz(i, i) 从而有







n

i
xyiiii SRdxdyzyxR

10
))(,,(lim),,( 



 


xyD

n

i
xyiiiii dxdyyxzyxRzR )],(,,[))](,(,,[lim

10





同理当取下侧时 有

 
 xyD

dxdyyxzyxRdxdyzyxR )],(,,[),,( 
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这是因为 n(cos cos  cos) }1 , ,{
1

1
22 yx
yx

zz
zz




 

221
1cos

yx zz 
 

dxdyzzdS yx
221  

 
 xyD

dxdyyxzyxRdSzyxRdxdyzyxR )],(,,[cos),,(),,(  

类似地 如果由 xx(y z)给出 则有

 
 yzD

dydzzyzyxPdydzzyxP ],),,([),,( 

如果由 yy(z x)给出 则有

 
 zxD

dzdxzxzyxQdzdxzyxQ ]),,(,[),,( 

应注意的问题 应注意符号的确定

例 1、计算对坐标的曲面积分
2 2x y zdxdy


 ，其中曲面是球面

2 2 2 2x y z R   的下半部下侧。

解：下半球面的方程为 2 2 2z R x y    ，因是下半球面下侧，故取负号，
2 2 2:xyD x y R  ,

所以

2 2 2 2 2 2 2 2 2( , ) ( )
xy xyD D

x y zdxdy x y z x y dxdy x y R x y dxdy


        

2 2 2 5 2 2 7

0 0

2sin cos
105

R
d r a r dr a


      

例 2 计算曲面积分 dxdyzdzdxydydzx 222 


 其中是长方体的整个表面的外侧 

((x y z) |0xa 0yb 0zc )

解 把的上下面分别记为1和2 前后面分别记为3和4 左右面分别记为5和6

1 zc (0xa 0yb)的上侧

2 z0 (0xa 0yb)的下侧

3 xa (0yb 0zc)的前侧

4 x0 (0yb 0zc)的后侧

5 y0 (0xa 0zc)的左侧

6 yb (0xa 0zc)的右侧

除3、4外 其余四片曲面在 yO z 面上的投影为零 因此
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dydzdydzadydxdydzydydzx
yzyz DD

02222

43

 


a2bc 

类似地可得

acbdzdxy 22 


 abcdxdyz 22 




于是所求曲面积分为(abc)abc

练习：（P114。3） 计算曲面积分 


xyzdxdy  其中是球面 x2y2z21 外侧在 x0 y0 的部分

解 把有向曲面分成以下两部分

1  221 yxz  (x0 y0)的上侧

2  221 yxz  (x0 y0)的下侧

1和2在 xOy 面上的投影区域都是 Dxy  x2y21(x0 y0)

于是 



21

xyzdxdyxyzdxdyxyzdxdy

 
xyxy DD

dxdyyxxydxdyyxxy )1(1 2222

 
xyD

dxdyyxxy 2212    2
0

1

0
22 1cossin2


 rdrrrd

15
2 

三、两类曲面积分之间的联系

设积分曲面由方程 zz(x y)给出的 在 xOy 面上的投影区域为 Dxy  函数 zz(x y)在 Dxy上

具有一阶连续偏导数 被积函数 R(x y z)在上连续

如果取上侧 则有

 
 xyD

dxdyyxzyxRdxdyzyxR )],(,,[),,( 

另一方面 因上述有向曲面的法向量的方向余弦为

221
cos

yx

x

zz
z



 

221
cos

yx

y

zz

z




 

221
1cos

yx zz 
 

故由对面积的曲面积分计算公式有

 
 xyD

dxdyyxzyxRdSzyxR )],(,,[cos),,(  

由此可见 有
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


 dSzyxRdxdyzyxR cos),,(),,( 

如果取下侧 则有

 
 xyD

dxdyyxzyxRdxdyzyxR )],(,,[),,( 

但这时
221

1cos
yx zz 

  因此仍有




 dSzyxRdxdyzyxR cos),,(),,( 

类似地可推得




 dSzyxPdydzzyxP cos),,(),,( 




 dSzyxPdzdxzyxQ cos),,(),,( 

综合起来有




 dSRQPRdxdyQdzdxPdydz )coscoscos(  

其中 cos 、cos 、cos 是有向曲面上点(x y z)处的法向量的方向余弦

两类曲面积分之间的联系也可写成如下向量的形式




 dSd nASA  或 


 dSAd nSA 

其中 A(P Q R) n(cos  cos  cos )是有向曲面上点(x y z)处的单位法向量

dSndS(dydz dzdx dxdy) 称为有向曲面元 An为向量 A 在向量 n 上的投影

例 3 计算曲面积分 zdxdydydzxz 


)( 2  其中是

曲面 )(
2
1 22 yxz  介于平面 z0 及 z2 之间的部分的下侧

解 由两类曲面积分之间的关系 可得




 dxdyxzdSxzdydzxz



cos
cos)(cos)()( 222 

在曲面上

提示 曲面上向下的法向量为(x y 1) )

221
cos

yx
x


 
221

1cos
yx 

  dxdyyxdS 221  

故 


 dxdyzxxzzdxdydydzxz ]))([()( 22
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



4

22222

22

)}(
2
1)(])(

4
1{[

yx

dxdyyxxxyx





4

222

22

)](
2
1[

yx

dxdyyxx rdrrrd )
2
1cos(

2

0

2

0
222  


 8

解 由两类曲面积分之间的关系 可得

dSzxzzdxdydydzxz ]coscos)([)( 22   


dxdyyxxxyx
yx

})1()(
2
1])(

4
1{[

4

22222

22










4

222

4

222

2222

)](
2
1[)(

4
yxyx

dxdyyxxdxdyyxx

rdrrrd )
2
1cos(

2

0

2

0
222  


 8

提示 



4

222

22

0)(
4

yx

dxdyyxx

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 0 周 课 次 第 次

章 节

名 称
§11.6 高斯公式，斯托克斯公式

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数

教 学

目 的

要 求

了解高斯公式，会用高斯公式计算第二类曲面积分；

了解斯托克斯公式，会用斯托克斯公式计算第二类曲线积分。

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：高斯公式的应用

难点：高斯公式的应用

利用格林公式可将平面闭区域上的二重积分转化为其边界曲线上的曲线积分；高斯公式则将空

间闭区域上的三重积分表示成为其边界曲面上的曲面积分。

一、高斯公式

定理 1设空间闭区域是由分片光滑的闭曲面所围成 函数 P(x, y, z)、Q(x, y, z)、R(x, y, z)在上

具有一阶连续偏导数 则有

( )P Q R dxdydz Pdydz Qdzdx Rdxdy
x y z 

  
    

    

或 ( ) ( cos cos cos )P Q R dxdydz P Q R dS
x y z

  
 

  
    

    。

其中是的整个边界曲面的外侧， cos ,cos ,cos   是在点(x, y, z)处得法向量的方向余弦。

简要证明 设是一柱体 上边界曲面为1 zz2(x, y) 下边界曲面为2 zz1(x, y) 侧面为柱面

3 1 取下侧 2取上侧 3 取外侧

根据三重积分的计算法 有

  






 xyD

yxz

yxz
dz

z
Rdxdydv

z
R ),(

),(

2

1

 
xyD

dxdyyxzyxRyxzyxR )]},(,,[)],(,,[{ 12 

另一方面 有

 



1

)],(,,[),,( 1

xyD

dxdyyxzyxRdxdyzyxR 
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 



2

)],(,,[),,( 2

xyD

dxdyyxzyxRdxdyzyxR 





3

0),,( dxdyzyxR 

以上三式相加 得

 
 xyD

dxdyyxzyxRyxzyxRdxdyzyxR )]},(,,[)],(,,[{),,( 12 

所以 




 dxdyzyxRdv
z
R ),,( 

类似地有






 dydzzyxPdv
x
P ),,( 






 dzdxzyxQdv
y
Q ),,( 

把以上三式两端分别相加 即得高斯公式

例 1 利用高斯公式计算曲面积分（P116）
3 2( ) 2x yz dydz x ydzdx zdxdy



  
其中是三个坐标面与平面 , , ( 0)x a y a z a a    所围成立方体表面的外侧

例 2 计算 xdydz ydzdx zdxdy


  ，其中为球面
2 2 2 2x y z R   的外侧。

练习：1、(P117:1) 利用高斯公式计算曲面积分 xdydzzydxdyyx )()( 


 其中为柱面

x2y21 及平面 z0 z3 所围成的空间闭区域的整个边界曲面的外侧

解 这里 P(yz)x Q0 Rxy

zy
x
P 

  0



y
Q

 0


z
R 

由高斯公式 有

dydzzydxdyyx )()( 





 dzddzdxdydzzy  )sin()(
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2
9)sin(

2

0

1

0

3

0



    dzzdd 

2 (P118:2)计算曲面积分 dSzyx )coscoscos( 222  


 其中为锥面 x2y2z2介于平面 z0

及 zh (h>0)之间的部分的下侧 cos、cos、cos是上点(x, y, z)处的法向量的方向余弦

解 设1 为 zh(x2y2h 2)的上侧 则与1 一起构成一个闭曲面 记它们围成的空间闭区域为

由高斯公式得

dSzyx )coscoscos( 222  


 





222
22

)(2
hyx

h

yx
dzzyxdxdy  





222

22
2

hyx

h

yx
zdzdxdy





222

)( 222

hyx

dxdyyxh 4

2
1 h

提示 0)(
222

22
 




hyx

h

yx
dzyxdxdy 

而 422222

222
11

)coscoscos( hdxdyhdSzdSzyx
hyx

  




因此 444222
2
1

2
1)coscoscos( hhhdSzyx  





例 3 设函数 u(x, y, z)和 v(x, y, z)在闭区域上具有一阶及二阶连续偏导数 证明























 dxdydz

z
v

z
u

y
v

y
u

x
v

x
udS

n
vuvdxdydzu )( 

其中是闭区域的整个边界曲面 
n
v



为函数 v(x, y, z)沿的外法线方向的方向导数  符号

222 zyx 






  称为拉普拉斯算子 这个公式叫做格林第一公式

证 因为方向导数

 coscoscos
z
v

y
v

x
v

n
v











 

其中 cos、cos、cos是在点(x y z)处的外法线向量的方向余弦 于是曲面积分














 dS

z
v

y
v

x
vudS

n
vu )coscoscos( 











 dS

z
vu

y
vu

x
vu ]cos)(cos)(cos)[(  
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利用高斯公式 即得























 dxdydz

z
vu

zy
vu

yx
vu

x
dS
n
vu )]()()([




















 dxdydz

z
v

z
u

y
v

y
u

x
v

x
uvdxdydzu )( 

将上式右端第二个积分移至左端便得所要证明的等式。

二、斯托克斯公式（曲面上的曲面积分与沿着的边界曲线所做的曲线积分之间的联系。）

定理 2 设为分段光滑的空间有向闭曲线 是以为边界的分片光滑的有向曲面 的正向与

的侧符合右手规则 函数 P(x y z)、Q(x y z)、R(x y z)在曲面(连同边界)上具有一阶连续偏导数 则

有

dxdy
y
P

x
Qdzdx

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
R )()()(




















 



 RdzQdyPdx 

记忆方式












 RdzQdyPdx

RQP
zyx

dxdydzdxdydz


或 










 RdzQdyPdxdS

RQP
zyx

 coscoscos


其中 n(cos  cos  cos)为有向曲面的单位法向量

例 4 利用斯托克斯公式计算曲线积分

dzyxdyxzdxzyI )()()( 222222 




其中是用平面
2
3 zyx 截立方体 0x1 0y1 0z1 的表面所得的截痕 若从 x轴的正向看去

取逆时针方向

解 取为平面
2
3 zyx 的上侧被所围成的部分  的单位法向量 )1 ,1 ,1(

3
1n  即

3
1coscoscos    按斯托克斯公式 有














 dSzyxdS

yxxzxy
zyx

I )(
3

4
3

1
3

1
3

1

222222


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 
 xyD

dxdydS 332
2
3

3
4 

其中 Dxy为在 xOy平面上的投影区域 于是
2
9

4
366  

xyD

dxdyI 














 dxdyyxdzdxzxdydzzy

yxxzzy
zyx

dxdydzdxdydz
I )()()(2

222222

提示  )(
3

4
coscoscos

222222

zyx

yxxzxy
zyx














 dxdydS 222 111  




 dSdSzyxI
2
3

3
4)(

3
4

2
96332  

xyxy DD

dxdydxdy

例 5 利用斯托克斯公式计算曲线积分 


 ydzxdyzdx  其中为平面 xyz1 被三个坐标面所

截成的三角形的整个边界 它的正向与这个三角形上侧的法向量之间符合右手规则

解 按斯托克斯公式 有




 dxdydzdxdydzydzxdyzdx 

由于的法向量的三个方向余弦都为正 又由于对称性 上式右端等于 
xyD

d3  其中 Dxy为 xOy

面上由直线 xy1 及两条坐标轴围成的三角形闭区域 因此

2
3



ydzxdyzdx 

解 设为闭曲线所围成的三角形平面 在 yOz面、zOx面和 xOy面上的投影区域分别为 Dyz、

Dzx和 Dxy  按斯托克斯公式 有




 ydzxdyzdx

yxz
zyx

dxdydzdxdydz
















 dxdydzdxdydz
2
3 3  

xyxyzxyz DDDD

dxdydxdydzdxdydz 

讨论 如果是 xOy面上的一块平面闭区域 斯托克斯公式将变成什么?
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复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 15 周 课 次 第 29,30 次

章 节

名 称
§12.1 常数项级数的概念与性质
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授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标：数项级数收敛、发散以及收敛级数的和的概念，掌握级数的

基本性质及收敛的必要条件.
2，能力目标：能熟练判断级数的敛散性。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：级数收敛与发散概念，尤其是级数收敛的必要条件

难点：用级数收敛性及基本性质判别一些级数收敛性问题.

教学步骤及内容：

一． 常数项级数的概念

通过实际的例子（学生原有的知识背景：计算圆的面积），抽象内容和具体例子的结合，比较自

然地引入级数的基本概念

定义 1 设有数列 u1,u2,…,un…，称 1 2
1

n n
n
u u u u





      为常数项级数，简称常数项级

数。

其中 un称为级数的通项(或一般项或第 n项);
1

n

n k
k

S u


 称为级数的部分和(或前 n项和);{Sn}

称为级数的部分和数列.

由部分和数列{Sn}的敛散性有:

定义 2 若数项级数
1

n
n
u




 的部分和数列 nS 有极限，且极限值为 s，即

n
lim Sn=s，则称级数

1
n

n
u






收敛，极限值 s 称为此级数的和,此时

s=


1n

un= u1+u2+…+un+…

当 lim nn
S


不存在时，则称级数

1
n

n
u




 发散．

当级数收敛时，其部分和 与级数的和 S近似相等，它们的差 S－ 称为级数的余项，记为

例 1 讨论如下几何级数（又称为等比级数）的敛散性。
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解 如果 ，则部分和为

当 时， ，几何级数收敛；

当 时， ，所以 ，几何级数发散；

当 时， ，所以 ，几何级数发散；

当 时，这时级数成为 其部分和为

所以此时 的极限不存在，级数发散。

根据以上的讨论，可以得到几何级数的敛散性：

当 时，几何级数收敛，且其和
1
a
q
；当 时，几何级数发散．

例 2 判别级数


1n )1(
1
nn

=
21

1


+
32

1


+…+
)1(

1
nn

+…的敛散性.

解: 由于 un=
)1(

1
nn

=
n
1
-

1
1
n

,所以,Sn=1－ 1
1
n

→1

于是级数收敛于和 1.

例 3 正整数构成的的级数
1

1 2 3
n
n n





       是发散的。

例 4 判定级数0.3 0.03 0.003 0.000 3      的敛散性。

例 5 判断级数
1

1
(2 1)(2 1)n n n



   的敛散性．

解 该级数的前 项的部分和



《高等数学》教案

143
师范教育系

1 1 1 1
1 3 3 5 5 7 (2 1)(2 1)nS n n

    
    



．

因为 所以级数收敛。

二、无穷级数的基本性质

性质１ 如果级数
1

n
n
u




 与级数

1
n

n
v




 分别收敛于Ｓ、Ｗ，则级数

1
( )n n

n
u v





 也收敛，且

有
1 1 1
( )n n n n

n n n
u v u v S W

  

  

      

证明:设Σun、Σvn和Σ(un± vn )的部分和分别为 Sn、σn和τn,

则 τn=Sn±σn→s±σ (n→∞).

从而得到:两个收敛的级数可以逐项相加和逐项相减.

发散的级数不满足此条性质,例如

当 a≠0 时,级数Σa 和Σ(－a)都发散,但Σ[a+(－a)]=0.

性质２ 如果级数
1

n
n
u




 收敛（发散）， 为任一常数且 ，则级数

1
n

n
ku




 也收敛（发散），

且收敛时有
1 1

n n
n n
ku k u

 

 

  。

证明:设Σun和Σkun的部分和分别为 Sn和σn,则σn=kSn.

由 Sn→s,得 σn=kSn→ks(n→∞)

又当 k≠0 时,若{Sn}不存在极限,则{Sn}也不存在极限.

即级数的每一项同乘以一个非零常数，其敛散性不变．

例 6 判别级数
1

7
2nn




 的敛散性．

解 显然
1 1

7 17
2 2n n

n n

 

 

   而几何级数
1

7
2nn




 收敛，由性质２得级数

1

7
2nn




 也收敛．

性质３ 在级数的前面加上、去掉或改变有限项，不影响级数的敛散性．但是级数收敛时，两

级数的和未必相同。

证明:只需证明“在级数的前面部分去掉或加上有限项,不会改变级数的敛散性”,其它情形(即

在级数中任意去掉、加上或改变有限项的情形)都可以看成在级数的前面部分先去掉有限项,然后再

加上有限项的结果.
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将级数 u1+u2+…+uk+ uk+1+uk+2+…+uk+n+…的前 k 项去掉,得新级数:

uk+1+uk+2+…+uk+n+…

设Σun的部分和为 Sn,则新级数的部分和为

σn=uk+1+uk+2+…+uk+n=Sn+k－Sk

由于 Sk为常数,所以{σn}和{Sn+k}同时收敛或同时发散.同样可以证明在级数的前面加上有限项,也不

会改变级数的敛散性.

性质４ 如果级数
1

n
n
u




 收敛于Ｓ，则对其各项间任意添加括号后所得的级数仍收敛，且其和

不变．

注意 当原级数收敛时，任意括号后所得到新级数也收敛，反之则不然．如果加括号后的级数

收敛，则原来级数未必收敛．

例如，将发散级数 的相邻两项加括号，则

得到的新级数收敛．然而，重新加括号

( ) ( ) ( )a a a a a a a a         

得到的新级数不收敛。

三、级数收敛的必要条件

级数收敛的必要条件：若级数
1

n
n
u




 收敛，则极限 ．

证明:设Σun的部分和为 Sn,且 Sn→s(n→∞),

则 un=Sn－Sn－1→s－s=0(n→∞)

由此可知,若 un 0 (n→∞),则级数Σun必定发散.

它的逆否命题是：若级数一般项不趋向于零，该级数发散．常用来判断一个级数的发散．例

如 01lim 
 nn

,但


1

1
n n

是发散的.

例 7、 


 1n 12n
1-n

发散，∵ 0
2
1

12n
1nlimalim

nnn








例 8、 


 1n n

n

3n
3

发散，∵ 01
3n

3lim n

n

n




复习思考题、作业题：

下次课预习要点
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教 学

后 记

授课时间 第 16 周 课 次 第 31,32 次

章 节

名 称
§12.2 常数项级数的审敛法

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标：掌握数项级数收敛性的判别方法.

2，能力目标：能熟练正项级数收敛性的比较判别法和比值判别法，级数的

莱布尼兹判别法。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：正项级数收敛性的比较判别法和比值判别法，级数的莱布尼兹判别法，绝对收

敛与条件收敛的概念.

难点：任意项级数收敛性的判别方法.

教学步骤及内容：

一般情况下，利用定义或级数的性质来判别级数的敛散性是很困难的，可否有更简单易行的判

别方法呢？由于级数的敛散性可较好地归结为正项级数的敛散性问题，因而正项级数的敛散性判定

就显得十分地重要。

一、正项级数及其审敛法

定义 1 若级数


1n
nu 中的每一项都是非负的( 即 ,2,1,0  nun )，则称级数



1n
nu 为正项

级数.

对于正项级数，由于 ，因而 ，所以正项级数
1

n
n
u




 的部分和数列

必为单调增加数列，即

如果部分和数列 有界，则由数列极限存在准则知道，单调有界数列必有极限，所以 存
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在，此时正项级数收敛；反之，若正项级数收敛，即 ，则数列 必有界，由此得到如下

定理：

定理 1 正项级数


1n
nu 收敛的充分必要条件是：它的前 n项部分和数列 ns 有界.

借助于正项级数收敛的充分必要条件，我们可建立一系列具有较强实用性的正项级数审敛法.

1、（比较审敛法）设


1n
nu 和



1n
nv 都是正项级数，且 ),2,1(  nvu nn

则：1) 如


1n
nv 收敛，则



1n
nu 亦收敛；2) 如



1n
nu 发散，则



1n
nv 亦发散.

证 (1) 设


1n
nv 收敛于 ，且 nn vu  ，则



1n
nu 的部分和 ns 满足

 nnn vvvuuus  2121

即单调增加的部分和数列 ns 有上界.由定理 1 可得


1n
nu 收敛.

(2) 设


1n
nu 发散，则它的前 n项部分和

)(21  nuuus nn 

因 nn vu  ，则级数


1n
nv 的前 n项部分和

nnnn suuuvvv   2121

所以当 n 时 n ，即


1n
nv 发散.

由于级数的每一项同乘以一个非零常数，以及去掉级数的有限项不改变级数的敛散性，因而比

较审敛法又可表述如下：

推论 1 设C为正数， N 为正整数，


1n
nu 和



1n
nv 都是正项级数，且

),1,(  NNnCvu nn ，则：
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1) 如


1n
nv 收敛，则



1n
nu 亦收敛；2) 如



1n
nu 发散，则



1n
nv 亦发散.

例１ 判定调和级数
1

1
n n




 的敛散性．

解 


1n
nv =

1

1
n n






+ 1

1 1( )
2 1 2n n   


 

+

12

1 1 1( )
2 2 2

n

n n n



     


=


1n
nu

而级数


1n
nu 是发散的，故有比较判别法知，调和级数发散。

例 2 讨论 p 级数

 



ppp

n
p nn

1
3
1

2
111

1

的敛散性，其中 0p .

解 （1）若 10  p ，则 nn p  ，可得
nn p

11
 ；又因调和级数



1

1
n n

发散，由定理 2 知


1

1
n

pn

发散.

（2）若 1p ，有

1

1 1 1 11
2 3 (2 1)p p p n p

n n





     
  

=
1 1 1 1 1 1 1 11 ( ) ( ) ( )
2 3 4 5 6 7 8 15p p p p p p p p          
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1

1 1( )
(2 ) (2 1)n p n p   


 


1

1

2 4 8 21
2 4 8 (2 )

n

p p p n p



      

= 2 3 1
1 1 1 1

1 1 1 11 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

n
p p p p


         

1

12 1

1 1

11 ( ) 1 12 ( 1, 1)1 1 21 1
2 2

n

n
p

p

p p

s p




 


   

 

即
2 1ns 

有上界，又对任意 n 有 12nn  ，所以
2 1nns s


 ，故 ns 有界，级数
1

1
p

n n




 （ ）是收

敛的。

综上讨论，当 10  p 时， p 级数


1

1
n

pn
是发散的；当 1p 时， p 级数



1

1
n

pn
是收敛的. p

级数是一个很重要的级数，在解题中往往会充当比较审敛法的比较对象，其它的比较对象主要有几

何级数、调和级数等.

例 3 判定级数的敛散性。

2 3
1

1 1 1 1
2 1 2 2 2 3 2n

n n





   
    

解：因为
1 1 ( 1, 2, )
2 2n n n

n
 


 ,故收敛。

例 4 讨论级数 )0(
1

1
1








a
an
n 的敛散性.

解 （1）当 1a 时，级数


 1 1
1

n
na
的通项 nn aa

1
1

1



，而



1

1
n

na
是一个公比为

a
1
的等比级

数，且
a
1

<1，则


1

1
n

na
收敛，故级数



 1 1
1

n
na
收敛；

（2）当 1a 时，级数


 1 1
1

n
na
的通项

2
1

1
1


 na

，且


1 2
1

n
发散，故级数



 1 1
1

n
na
发散.

（3）当 1a 时，级数


 1 1
1

n
na
的通项

2
1

1
1


 na

，而


1 2
1

n
发散，故级数



 1 1
1

n
na
发散.
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例 5 设 ),2,1(  ncba nnn ，且级数


1n
na 及



1n
nb 都收敛，证明级数



1n
nc 收敛.

证 因 nnn cba  ， ,2,1n ，可得 nnnn abac 0 ；而级数


1n
na 及



1n
nb 都收敛，

由 级 数 收 敛 的 性 质 知 





1

)(
n

nn ab 收 敛 ， 再 由 比 较 审 敛 法 得 





1

)(
n

nn ac 收 敛 . 而

])[(
11

n
n

nn
n

n aacc 








故可得级数


1n
nc 收敛.

例 6 判定级数
1
(1 cos )

n n




 的敛散性。

（
2

2 2
2

11 cos 2sin 2( )
2 2 2n n n n

   
     ）

推论 2
*
（比较审敛法的极限形式）设



1n
nu 、



1n
nv 为两个正项级数，如果两级数的通项 nn vu ,

满足 lim n
n

n

u l
v

 ，则

1）当 0 l   时，同时收敛或同时发散；

2）当 0l  时，如果


1n
nv 收敛，则



1n
nu 也收敛；

3）当 l  时，如果


1n
nv 发散，则



1n
nu 也发散。

证 由极限的定义，取
2
l

 ，存在着自然数 N ，当 Nn  时，有不等式

2
ll

v
u

n

n 

成立，可得
2
3

2
l

v
ul

n

n  ，即 nnn vluvl 
2
3

2
；再由推论 1 即得结论.

练习： 判别级数
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（1）


 1
2 2n n
n

（2） )11ln(
1

2





n n

的敛散性.

解 （1）因
nn

n
n
n 1

2 22 


，且


1

1
n n

发散，故级数


 1
2 2n n
n

发散；

（2）因 22

1)11ln(
nn

 ，且


1
2

1
n n

收敛，故级数 )11ln(
1

2





n n

收敛.

2、极限审敛法 设


1n
nu 为正项级数，则

（1） lim nn
nu l


 或 lim nn

nu


 。则级数


1n
nu 发散；

（2）若存在 1,p  使 lim p
nn

n u


存在，则级数


1n
nu 收敛。

例 7 判别级数
1

1sin
n n




 的敛散性。（

1sin1lim sin lim 11n n

nn
n

n
 

  ）。

例 8 判别级数 2
1

1ln(1 )
n n





 的敛散性。

因为
22

2 2

1 1lim ln(1 ) limln(1 ) ln 1n

n n
n e

n n 
     ，所以级数收敛。

3、比值审敛法（达朗贝尔判别法）

若正项级数


1n
nu 满足 


n

n

n u
u 1lim ， 则：

（1）当 1 时，级数


1n
nu 收敛；

（2）当 1 (或  )时，级数


1n
nu 发散；

（3）当 1 时，级数


1n
nu 的敛散性用此法无法判定.
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证 （1） 当 1 时，则可取一足够小的正数 ，使得 1 r ；又因 


n

n

n u
u 1lim ，据

极限的定义，对正数  ，存在自然数 N ，当 Nn  时，使得  

n

n

u
u 1 成立，即

  

n

n

u
u 1

则有 r
u
u

n

n  1 ，可得 ),2,1(1  NNnuru nn

即有 NN uru 1

NNN ururu  
2

12

NNNN urururu  
3

1
2

23

…

则相加有

  321 NNN uuu  NNN ururur 32

因 10 r ，得级数 


 1Nn
nu 收敛，再由级数得性质得



1n
nu 收敛.

（2） 当 1 时，存在充分小的正数 ，使得 1  ，同上由极限定义，当 Nn  时，有

11  
n

n

u
u

即 nn uu 1 ，因此当 Nn  时，级数 


 1Nn
nu 的一般项是逐渐增大的，故它不趋向

于零，由级数收敛的必要条件知


1n
nu 发散.

（3）当 1 时，级数可能收敛，也可能发散. 如对于 p 级数


1

1
n

pn
，不论 p取何值，总有

1
1

lim1
)1(

1limlim 1 



















p

nppn
n

n

n n
n

nnu
u

但是，该级数却在 1p 时收敛， 1p 时发散.

例 9 判定下列级数的敛散性
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（1）
1

1
1 2 3 ( 1)n n



      
（2）



1 !n

n

n
n

（3）
1

sin
2nn

n 



 （4）
1

!( 0)
n

n
n

c n c
n







解：（1）因
1

1 2 3 ( 1)nu n


    
，故 1 1lim lim 0 1n

n n
n

u
u n

 

 
   

由比值审敛法知该级数是收敛的.

（2）因
!n
nu
n

n  ，故 1)11(lim
)!1(

!)1(limlim
1

1 













e

nnn
nn

u
u n

nn

n

n
n

n

n


由比值审敛法知级数


1 !n

n

n
n

是发散的.

（3）因 sin
2n nu n 

  ，故

+1 +1
1

sin1 12 2lim lim lim 1
2sin

2 2

n n
n

n n n
n

n n

u n
u n

 


 



  


     

由比值审敛法知该级数是收敛的。

（4）因
!n

n n

c nu
n

 ，

1

1 ( 1)

( 1)!
( 1)

n

n n

c nu
n



 





故

1
1

( 1)

( 1)!lim lim lim
( 1) ! ( 1)

n n n
n

n n nn n n
n

u c n n n cc
u n c n n e





  


     

 

所以 当 1c
e
 ，即0 c e  时，级数收敛；当 1c

e
 ，即 c e 时，级数发散；当 1c

e
 ，比值

审敛法失效。

练习：


 1 2)12(
1

n nn

解：因
nn

un 2)12(
1


 ，故 1

)12(2
2)12(limlim 1 








 nn
nn

u
u

n
n

n

n


用比值法无法确定该级数的敛散性；注意到 nnn  122 ，可得
22)12( nnn  ，即

2

1
2)12(

1
nnn




；而级数


1
2

1
n n

收敛，由比较判别法知级数


 1 2)12(
1

n nn
收敛.
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4、根值审敛法或柯西审敛法

若正项级数


1n
nu 满足 


n

nn
ulim ， 则：

（1）当 1 时，级数


1n
nu 收敛；

（2）当 1 (或  )时，级数


1n
nu 发散；

（3）当 1 时，级数


1n
nu 的敛散性用此法无法判定.

证 （1）当 1 时，可取一足够小的正数 ，使得 1 r ；据极限的定义，存在自然

数 N ，当 Nn  时有 run n  

即
n

n ru  ；而等比级数 


 1Nn

nr ( 10 r )是收敛的，由比较判别法知 


 1Nn
nu 收敛；再由级数的性质

得级数


1n
nu 收敛.

（2）当 1 时，同理存在充分小的正数  ，使得 1  ，据极限定义，当 Nn  时有

1 n
nu ，即 1nu ，因此级数的一般项不趋向于零,由级数收敛的必要条件知



1n
nu 发散.

（3）当 1 时，级数可能收敛，也可能发散. 如级数


1
2

1
n n

是收敛，而级数


1

1
n n

是发散的，

但 1)1(lim1limlim 2
2 

 nn
n

n
n

nn nn
u

11lim1limlim 
 nn

n
n

n
nn nn
u 。

例 10 判定下列级数的敛散性

（1）
1

1
[ln(1 )]nn n



  （2）
1

( )n
n n

b
a




 ，其中 lim ,nn

a a


 且 , , 0na b a 



《高等数学》教案

154
师范教育系

解：（1）因
1

[ln(1 )]n nu
n




，则
1lim lim 0 1

ln(1 )
n

nn n
u

n


 
   



故原级数收敛.

（2）因 ( )nn
n

bu
a

 ，则 lim limn
nn n

n

b bu
a a


 

   ，所以

当 1b
a
 ，即b a 时，原级数收敛；当 1b

a
 ，即b a 时，原级数发散；当 1b

a
 ，即b a 时，由

于 lim 0nn
u


 ，从而原级数发散。

练习： 判别级数


 1

2

)12(n n

n

n
的敛散性.

解 因
n

n

n

nu
)12(

2


 ，则 1

2
1

)12(
limlim

2





 n nn

n
nn

n

nu

故原级数收敛.

注：对于利用比值审敛法与根值审敛法失效的情形(即 1 时)，其级数的敛散性应另寻它法加

以判定，通常可用构造更精细的比较级数来判别.

二.交错级数及其审敛法

1. 定义 2

称 





1

1)1(
n

n
n u =u1-u2+u3-u4+…+(-1)n-1un+… (un＞0)

或 





1

)1(
n

n
n u =-u1+u2-u3+u4-…+(-1)

nun+… (un＞0)

为交错级数.

2．定理 2.(莱布尼茨(Leibniz)定理)

如果交错级数





1

1)1(
n

n
n u 满足条件:
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1) un≥un+1(n=1,2,…); 2) nn
u


lim =0

则级数收敛,且其和 s≤u1,其余项的绝对值满足:|rn|≤un+1.

证明:设级数的部分和为 Sn,则

S2n=(u1-u2)+(u3-u4)+…+(u2n－1-u2n) （1）

S2n= u1-(u2-u3)-…-(u2n－2-u2n－1)-u2n （2）

由条件 1）可知:（1）、（2）两式中括号内两数的差都是非负的,于是由（1）知: {S2n}单调上

升,且 S2n≥0;

由（2）知: S2n≤u1;

根据单调有界数列必有极限可知数列{S2n}存在极限,记为 s.

且显然 s≤u1.又由于 S2n+1= S2n+ u2n+1, 而 u2n+10,(n∞)

所以:S2n+1= S2n+ u2n+1s,(n∞).

由于:S2n+1s, S2ns,(n∞),所以:Sns (n∞).

即交错级数收敛,且其和 s≤u1.

又由于此时余项: rn=±(un+1-un+2+un+3-un+4+…)所以:

|rn|= un+1-un+2+un+3-un+4+…

也是一个交错级数,且满足交错级数的条件,从而且和应小于级数的第一项,即有: |rn|≤un+1.

例 11 判断级数





1

1 1)1(
n

n

n
的敛散性.

解:由于 un=1/n＞1/(n+1)= un+1,且 un0,(n∞),所以级数收敛.

且知其和 s＜1,以 sn=1-
2
1
+

3
1
-…+

n
n 1)1( 1 代替 s 产生的误差 rn满足|rn|≤1/(n+1).

例 12 断级数





1

1 ln)1(
n

n

n
n
的敛散性.

解: 级数为交错级数,

由于
x
x

x

lnlim


=
xx

1lim


=0,

所以 nx
u


lim =

n
n

x

lnlim


=0;

设 f(x)=
x
xln
, 则有 2

ln1)(
x

xxf 
 ,

故当 x≥3 时,有 )(xf  ≥0,从而当 x≥3 时,f(x)单调上升,于是当 n≥3时,有 un=lnn/n ＞

ln(n+1)/(n+1)= un+1.所以该级数收敛.

三．绝对收敛与条件收敛

设有级数
1

n
n
u




 = ，其中 为任意实数，那么该级数叫做任意项级数．可

见，交错级数是任意项级数的一种特殊形式．

对任意项级数，我们给每项加上绝对值符号构造一个正项级数，
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任意项级数的敛散性判定涉及绝对收敛与条件收敛．

定义 3 设有任意项级数
1

n
n
u




 ，如果级数

1
n

n
u




 收敛，则称级数

1
n

n
u




 绝对收敛，级数

1
n

n
u




 发散，而级数

1
n

n
u




 收敛，则称级数

1
n

n
u




 条件收敛．

例如:
2

1

1)1(
nn

n




 是绝对收敛 ;
nn

n 1)1(
1





 是条件收敛。

由任意项级数各项的绝对值组成的级数是正项级数，因此，一切判别正项级数敛散性的方法，

都可以用来判别任意项级数是否绝对收敛．

2．定理 3 若Σun绝对收敛,则Σun必定收敛.

证明:设Σun绝对收敛,即Σ|un|收敛.

记: Wn=
2
1
(|un|+un), Vn=

2
1
(|un|-un).

显然: 0≤Wn,Vn≤|un|,

由于Σ|un| 收敛,所以正项级数 ΣWn和ΣVn收敛.

因为: un= Wn-Vn,由级数的性质可知:级数 Σun收敛.

注: 1）上述定理的逆不成立;例如:
nn

n 1)1(
1





 收敛,但


1

1
n n

发散.

2）对Σun敛散性的判断,可以转化为对正项级数Σ|un|的敛散性的判断;

3）当Σ|un|发散时,不能断定Σun发散,但当用比值法或根值法得到正项级数Σ|un|发散时,

则可断定级数Σun发散.(此时有|un| 0,n∞),从而 un 0,(n∞)

例 13 判断下列级数的敛散性,并指明是绝对收敛还是条件收敛。

（1） +1

1

1( 1)
ln( 1)

n

n n






 （2）






1

1

!
2)1(

2

n

n
n

n

解：（1） 因为
1 1

ln( 1) 1nu n n
 

 
，而调和级数（去掉第一项）

1

1
1n n



  发散，所以
1

n
n

u





发散。而原级数为交错级数，且满足莱布尼兹定理，故收敛，所以条件收敛。

（2）由于|un|= !
2

2

n

n

=
!
)2(
n

nn

=
!

])11[(
n

nn
>

!
)1(

n
n n

>
!n
nn

>1 （ 1)n 

所以,|un| 0,从而,un 0.即原级数发散.

练习：

1）





1

2

)11(
2
1)1(

n

n
n

n

n
2）





 


1

1

2
12)1(

n
n

n n

3）
nn

n
n

n 1
1
2)1(

1

1









 4）


1
sin1

n

n

n


解:（1）因为
n

lim n
nu || =

n

n n
)11(

2
1lim 


=e/2＞1,
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所以 |un| 0,n∞,从而 un 0,n∞,因此原级数发散.

（2）∵
n

lim
||
|| 1

n

n

u
u  =

12
2

2
)1(2lim 1 



 n

n n

nn
=1/2＜1,

∴ Σ|un|收敛,从而原级数绝对收敛.

(3)因为
nnn

n 11
1
2





,而级数


1

1
n n

发散,所以




1
||

n
nu =



 


1

1
1
2

n nn
n

发散. 由于
n

lim
nn

n 1
1
2




=0,且

un=
nn

1)
1

11(


 >
1

1)
2

11(



nn

=un+1,

所以此交错级数满足收敛条件,从而原级数为条件收敛.

4） 由于
n

lim
||
|| 1

n

n

u
u  =

n
lim n

n

n
n

|sin|
|sin|

1

1


 


=|sinθ|

所以 当|sinθ|＜1, 即θ≠2kπ±π/2 时,级数绝对收敛;

当 sinθ=1, 即θ=2kπ+π/2 时,级数发散;

当 sinθ=-1,即θ=2kπ-π/2 时,级数收敛.

总结:

1．三个重要的级数：

(1) p 级数：


1

1
n

pn
1p （发散） 1p （收敛）

(2) 几何级数：






1

1

n

naq 1q （发散） 1q （收敛）

(3) 





1

1 1)1(
n

n

n
收敛

2．正项级数的审敛法是：

比较法，比较法的极限形式，比值法

3．交错级数的判定法及绝对收敛，条件收敛

复习思考题、作业题：

设正项级数


1n
nu 收敛, 能否推得



1

2

n
nu 收敛?反之是否成立?
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由正项级数


1n
nu 收敛，可以推得



1

2

n
nu 收敛：

n

n

n u
u 2

lim
 nn

u


 lim ＝0 由比较审敛法知 


1

2

n
nu

收敛. 反之不成立.

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 17 周 课 次 第 33,34 次

章 节

名 称
§12.3 幂级数

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标：了解幂级数的收敛域的构造及求法；掌握利用幂级数的性质

求和函数，以及利用和函数求某些数项级数的和。

2，能力目标：掌握利用幂级数的性质求和函数，以及利用和函数求某些数

项级数的和。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：幂级数收敛域的求法，求和函数

难点： 求幂级数的和函数

教学步骤及内容：

一、 函数项数的概念

设有定义在区间 I 上的函数列  ,)(,,)(,)( 21 xuxuxu n

由该函数列构成的表达式

 




)()()()( 21
1

xuxuxuxu n
n

n （1）
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称作函数项级数.而

)()()()( 21 xuxuxuxs nn   （2）

称为函数项级数（1）的前 n项部分和.

对于确定的值 Ix 0 ，如常数项级数

 




)()()()( 00201
1

0 xuxuxuxu n
n

n （3）

收敛，则称函数项级数


1
)(

n
n xu 在点 0x 收敛，点 0x 是函数项级数



1
)(

n
n xu 的收敛点；若



1
0 )(

n
n xu

发散，则称函数项级数


1
)(

n
n xu 在点 0x 发散，点 0x 是函数项级数



1
)(

n
n xu 的发散点.函数项级数的

全体收敛点的集合称为它的收敛域；函数项级数


1
)(

n
n xu 的全体发散点的集合称为它的发散域.

设函数项级数


1
)(

n
n xu 的收敛域为D，则对D内任意一点 x，



1
)(

n
n xu 收敛， 其收敛的和自

然依赖于 x，即其收敛和应为 x的函数，记为 )(xs ；称函数 )(xs 为函数项级数


1
)(

n
n xu 的和函数.

)(xs 的定义域就是级数的收敛域，并记为

  )()()()( 21 xuxuxuxs n

则在收敛域D上有 )()(lim xsxsnn



.把 )()()( xsxsxr nn  叫做函数项级数



1
)(

n
n xu 的余项，对收

敛域上的每一点 x，有 0)(lim 


xrnn
.

从以上的定义可知，函数项级数在区域上的敛散性问题是指在该区域上的每一点的敛散性，因

而其实质还是常数项级数的敛散性问题.因此我们仍可以用数项级数的审敛法来判别函数项级数的

敛散性.

二、幂级数及其收敛性

1、 幂级数的定义:

函数项级数中最简单且最常见的一类级数是各项均为幂函数的函数项级数，称其为幂级数，它

的形式是
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 




n
n

n

n
n xaxaxaaxa 2

210
0

(3)

其中常数  ,,,,, 210 naaaa 称作幂级数的系数.

注：幂级数的表示形式也可以是

 




n
n

n

n
n xxaxxaxxaaxxa )()()()( 0

2
02010

0
0

它是幂级数的一般形式，作变量代换 0xxt  即可以把它化为(3)的形式.因此在以后的讨论

中 ， 如 不 作 特 殊 说 明 ， 我 们 用 幂 级 数 (3) 作 为 主 要 的 讨 论 对 象 如 :1+x+x
2
+…+…x

n
+…,

1+x+
!2

1
x
2
+…+

!
1
n

x
n
+…都是幂级数.

2、 幂级数的收敛域与发散域

x 取数轴上哪些点时幂级数收敛,取哪些点是幂级数发散?这就是幂级数的收敛性问题.

例 1. 考察幂级数 1+x+x
2
+…+x

n
+…

解: 当|x|<1 时,这级数收敛于和
x1

1
;

当|x|≥1 时,这级数发散.

因此,这幂级数的收敛区域是开区间(-1,1),发散域是(-∞,-1)及[1,+∞].

如果 x 在区间(-1,1)内取值,则
x1

1
=1+x+x

2
+…x

n
+…

在这个例中这个幂级数的收敛域是一个区间,

事实上,对于一般的幂级数如下定理:

定理 1(阿贝尔定理):

如果级数
0

n
n

n
a x




 当 x=x0(x0≠0)时收敛,则适合不等式|x|<|x0|的一切 x,这幂级数收敛且绝对

收敛,反之.如果级数
0

n
n

n
a x




 当 x=x0时发散,则适合不等式|x|>|x0|的一切 x 这幂级数发散.

证明:设 x0是幂级数(3)的收敛点,即级数 a0+a1x0+a2x0

2
+…+anx0

n
+…收敛.

根据级数收敛的必要条件,有
n

lim anx0

n
=0,于是存在一个常数 M,使得

|anx0

n
|≤M (n=0,1,2,…).

这样级数(3)的一般项的绝对值

|anx
n|=|anx0

n• n

n

x
x

0

|= |anx0

n|•|
0x
x

|n≤M|
0x
x

|n

因为当|x|<|x0|时,等比级数


0n

M|
0x
x

|n收敛 (公比|
0x
x

|<1),
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所以级数


0n

|anx
n|收敛, 即级数



0n

anx
n绝对收敛.

定理的第二部分可用反证法证明：

倘若幂级(3)当 x=x0时发散,而有一点 x1适合|x1|>|x0|使级数收敛,则级数当 x=x0时应收敛,这

与假设矛盾,定理得证.

阿贝尔定理很好地揭示了幂级数的收敛域与发散域的结构：定理 1 的结论表明，如果幂级数

n

n
n xa



0

在 00  xx 处收敛，则可断定在开区间 ),( 00 xx 之内的任何 x，幂级数 n

n
n xa



0

必收敛；

如果幂级数 n

n
n xa



0

在 00  xx 处发散，则可断定在闭区间 ],[ 00 xx 之外的任何 x，幂级数

n

n
n xa



0

必发散.至此断定幂级数的发散点不可能位于原点与收敛点之间（因原点必是幂级数的收敛

点）.

设幂级数 n

n
n xa



0

在数轴上既有收敛点(且不仅仅只是原点)，也有发散点，于是，我们可以这

样来寻找幂级数的收敛域与发散域.首先从原点出发，沿数轴向右搜寻，最初只遇到收敛点，然后就

只遇到发散点，设这两部分的界点为P，而点 P则可能是收敛点，也可能是发散点.再从原点出发，

沿数轴向左方搜

寻，相仿也可找到另一个收敛域与发 散域的

分界点 P；位于点P与 P之间的区 域就是

幂级数的收敛域，位于这两点之外的区域就是幂级数的发散域，且两个分界点关于原点对称（图 7

－4－1）.至此我们可得到如下重要推论：

推论 1 如果幂级数 n

n
n xa



0

不是仅在一点收敛，也不是在整个数轴上都收敛，则必存在一个确

定的正数 R存在，使得

（1）当 Rx  时，幂级数 n

n
n xa



0

绝对收敛；

（2）当 Rx  时，幂级数 n

n
n xa



0

发散；
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（3）当 Rx  时，幂级数 n

n
n xa



0

可能收敛，也可能发散.

我们把此正数 R称作幂级数的收敛半径. ),( RR 称为幂级数的收敛区间.若幂级数的收敛域

为D ,则

),( RR  D ],[ RR

即幂级数的收敛域是收敛区间与收敛端点的并集.

特别地，如果幂级数只在 0x 处收敛，则规定收敛半径 0R ，此时的收敛域为只有一个点

0x ；如果幂级数对一切 x都收敛，则规定收敛半径 R ，此时的收敛域为 ),(  .

3、幂级数的收敛半径求法

定理 2: 如果幂级数
0

n
n

n
a x




 系数满足

n
lim | 1n

n

a
a
 |=ρ,则幂级数的收敛半径:

R=

1/ ,   0< ,
,   0

0,       

 



 
  
  

证明:考察幂级数(3)的各项取绝对值所成的级数

|a0|+|a1x|+|a2x
2
|+…+|anx

n
|+… (5)

这级数相邻两项之比为:
||

|| 1
1

n
n

n
n

x
x


 

 =|
n

n


 1 |•|x|.

1) 如果
n

lim |
n

n


 1 |=ρ(ρ≠0)存在,根据比值审敛法,则:

当ρ|x|<1 即|x|<

1
时,级数(5)收敛,从而级数(3)绝对收敛;

当ρ|x|>1 即|x|>

1

时,级数(4)发散,并且从某一个 n 开始|an+1x
n+1
|>|anx

n
|,因此一般项

|anx
n
| 0

所以 anx
n

0，从而级数(3)发散,于是收敛半径 R=

1

.

2) 如果ρ=0,则对任何 x≠0,有
||

|| 1
1

n
n

n
n

x
x


 

 0(n∞),所以级数(5)收敛,从而级数绝对收敛,

于是 R=+∞.
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3）如果ρ=+∞,则对于除 x=0 外的一切 x 值,级数(3)必发散,否则由定理 1 知道将有点 x≠0 使

级数(5)收敛,于是 R=0.

定理 3. 如果
n

lim n
na || =ρ, 则幂级数的收敛半径:

R=

















      ,0
0  ,
,0  ,/1

例 2. 求幂级数 x-
2

2x
+

3

3x
-…+(-1)

n-1

n
x n

+…的收敛域。

解: 因为ρ=
n

lim |
n

n


 1 |=

n
lim

1n
n

=1, 所以收敛半径 R=

1
=1.

对于端点 x=1,级数成为交错级数 1-
2
1
+

3
1
-…+(-1)

n-1

n
1
+…,收敛;对于端点 x=-1,级数

成为 -1-
2
1
-

3
1
-…-

n
1
-…,发散;

因此, 收敛域是 ( 1,1] 。

例 3. 求幂级数 1+x+
!2

1
x
2
+…+

!
1
n

x
n
+…,的收敛区间.

解:因为 ρ=
n

lim |
n

n


 1 |=

n
lim

1
1
n

=0,

所以收敛半径 R=∞,,从而收敛区间是(-∞,+∞).

例 4. 求幂级数


0
!

n
n xn的收敛半径(记号 0!=1).

解: 因为 P=
n

lim |
n

n


 1 |=

n
lim

!
)!1(

n
n 

=+∞,

所以收敛半径 R=0,即级数仅在 x=0 处收敛.

例 5 求幂级数
3

1
( 1)

n
n

n

x
n





 的收敛半径.

解: 因为 P=
n

lim |
n

n


 1 |=

n
lim

3
2( )

1
n
n 

=1,故 R=1，收敛区间为 ( 1,1) .

当 1x   时，级数 3
1 2

1
n n




 ，收敛；当 1x  时，级数 3

1 2

1( 1)n
n n





 ，收敛且为绝对收敛。综

上所述，原幂级数的收敛域为[ 1,1] 。
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例 6 求幂级数
1

( 1)
2

n

n

x
n





 的收敛域。

解：令 1t x  ，于是，原级数化为
1 2

n

n

t
n




 ，由于 1lim 1n

n
n

a
a

 


  ， 1R  。

当 1t   ，级数
1

( 1)
2

n

n n





 为交错级数，收敛；当 1t  ，级数
1

1
2n n




 发散。

所以，
1 2

n

n

t
n




 的收敛域为[ 1,1) ，原级数的收敛域为[ 2,0) 。

例 7 求幂级数 2 1

1
( )
2

n

n

x



 的收敛域。

解：级数缺偶次幂的项,定理 2 不能直接应用, 根据比值审敛法来求收敛半径:

2( 1) 1

2 21

2 1

( ) 1 12lim lim lim
4 4( )

2

n

n

n n nnn

x
u x xxu

 



  
   ，于是

当
21 1,

4
x  即 2x  ，原级数收敛且为绝对收敛；当

21 1,
4
x  即 2x  ，原级数发散，故原

级数收敛半径为 2R  。当 2x   时，原级数成为

2 1 2 1

1 1

2( ) ( 1)
2

n n

n n

 
 

 


   ，级数发散。

综上，原级数的收敛域为 ( 2, 2) 。

练习：1、求幂级数


0
2)!(
)!2(

n n
n

x2n的收敛区间及收敛域。

解: 级数缺奇次幂的项,定理 2 不能直接应用,

根据比值审敛法来求收敛半径:

n
lim nn x

n
nx

n
n 2

2
)1(2

2 )!(
)!2(:

])!1[(
)]!1(2[ 




=4|x|
2
.

当 4|x|
2
<1 即|x|<

2
1
时级数收敛; 当 4|x|

2
>1 即|x|>

2
1
时级数发散,

所以收敛半径 R=
2
1
.

2、求幂级数






1 2
)1(

n
n

n

n
x

的收敛区间.
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解: 令 t=x-1,则级数变为 


1 2n
n

n

n
t

.

因为 ρ=
n

lim |
n

n


 1 |=

n
lim

)1(2
2
1  n
n

n

n

=
2
1
, 所以收敛半径 R=2.

当 t=2 时,级数


1

1
n n

这级数发散; 当 t=-2 时,级数






1

)1(
n

n

n
,这级数收敛,

因此收敛区间为:-2≤t<2, 即-2≤x-1<2, 或-1≤x<3,

所以原级数的收敛区间为 [-1,3).

3、求幂级数


1n

2

)11( n

n
 xn的收敛区间.

解: 由于
n

lim [ n
n

n
2

)11(  ]=e, 因此 R=1/e.

当|x|=1/e 时,由于
n

lim
2

)11( n

n
 ne

1
=

n
lim n

n

e
n ]

)11(
[


=e

-1/2
0

因此级数的收敛区间为 (-1/e,1/e).

三、 幂级数的运算

1. 设幂级数: a0+a1x+a2x
2
+…+anx

n
+…

及 b0+b1x+b2x
2
+…+bnx

n
+…

分别在区间 (-R,R) 及 (-R′,R′) 内收敛,

对于这两个幂级数,可以进行下列四则运算:

加法: (a0+a1x+a2x
2
+…+anx

n
+…)+(b0+b1x+b2x

2
+…+bnx

n
+…)

=(a0+b0)+(a1+b1)x+(a2+b2)x
2
+…+(an+bn)x

n
+….

减法: (a0+a1x+a2x
2
+…+anx

n
+…)- (b0+b1x+b2x

2
+…+bnx

n
+…)

=(a0-b0)+(a1-b1)x+(a2-b2)x
2
+…+(an-bn)x

n
+….

根据收敛级数的基本性质,上面两式在(-R,R)与(-R′,R′)中较小的区间内成立.

乘法: (a0+a1x+a2x
2
+…+anx

n
+…)(b0+b1x+b2x

2
+…+bnx

n
+…)

=a0b0+(a0b1+a1b0)x+(a0b2+a0b2+a2b0)x
2
+

…+(a0bn+a1bn-1+…+ an-1b1+anb0)x
n
+…

这是两个幂级数的柯西乘积,可以证明上式在(-R,R)与(-R′,R′)中较小的区间内成立.

除法:






n
n

n
n

xbxbxbb
xxx

2
210

2
210 

=c0+c1x+c2x
2
+…+cnx

n
+…,

假设 b0≠0.为了决定系数 c0,c1,c2,…,cn…,可以将级数




0n

n
n xb 与



0n

n
n xc 相乘,
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并令乘积中各项系数分别等于级数


0n

n
n x 中同次幂的系数,即得:

a0=b0c0,

a1=b1c0+b0c1,

a2=b2c0+b1c1+b0c2,


由这些方程就可以顺序地求出 c0,c1,c2,…cn,….

相除后所得幂级数


0n

n
n xc 的收敛区间可能比原来两级数收敛区间小.

2. 幂级数的和函数性质:

性质 1:设幂级数


0n

n
n x 的收敛半径为 R(R>0),则其和函数 s(x)在区间(-R,R)内连续；如果幂

级数在 x=R(或 x=-R)也收敛,则和函数 s(x)在 x=R 处左连续（或在 x=-R 处有连续）.

性质 2:设幂级数


0n

n
n x 的和函数 s(x)在收敛区间(-R,R)内是可导的,且有逐项求导公式:

1

0 0 0
( ) ( ) ( )n n n

n n n
n n n

S x a x a x na x
  



  

      
其中|x|<R, 逐项求导后得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径.

性质 3:设幂级数


0n

n
n x 的和函数 s(x)在收敛区间 (-R,R)内是可积的,且有逐项积分公式:

其中|x|<R,逐项积分后得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径.

例 8 求幂级数
n
x n

n

n





0

1)1( 的和函数及数项级数
nn

n 1)1(
0

1




 的和.

解 由例 2 （1）的结果知，幂级数
n
x n

n

n





0

1)1( 的收敛域为 ]1,1( ，设其和函数为 )(xs ，即

  

n
xxxxxxs
n

n 1
432

)1(
432

)( ， )1,1(x

则由逐项可导性，得

   112 )1(1)( nn xxxxs
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xx 





1
1

)(1
1

两边积分，即得幂级数得和函数为

 



x

xdx
x

xs
0

)1ln(
1

1)(

再令和函数中的 1x ，可得到数项级数
nn

n 1)1(
0

1




 的和为 2ln .

例 9 求幂级数 1

1

n

n
nx





 的收敛区间及和函数．

解 （1）由 ，得到收敛半径 ．

当 时，级数为
1n
n




 ，一般项不趋于０，因此它发散；

当 时，级数为 1

1
( 1)n

n
n






 ，一般项不趋于０，它也发散；

所以幂级数 1

1

n

n
nx





 的收敛区间为 ．

（2）用传统方法求和函数

设和函数为：

两边由０到 积分，得

因此，

对两边求导，得
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所以幂级数的和函数为 2

1
(1 )x

．

例 10 级数


0n 1n
xn

的和函数.

解:此级数的收敛区间为(-1,1).

设和函数为 s(x)=


0n 1n
xn

, 则有 s(0)=1 ,

从而: xs(x)= 


0n 1

1





n
xn

于是 [xs(x)]′=


0n

(
1

1





n
xn

)′=


0n

x
n
=

x1
1

-1<x<1.

所以: xs(x)= 
x

0 x1
1

dx=-ln(1-x)

从而: s(x)=











0                     ,1

1||0),1ln(1

x

xx
x

练习：求级数


1n
n
n
3

的和.

解:设幂级数


1n
n

nx
3

的和函数为 s(x).

由于
n

lim |
n

n


 1 |=1/3,所以此级数的收敛半径为:R=3.

当|x|=3 时,级数发散,因此级数的收敛区间为(-3,3).

于是 s(x)= 


1n

nx )
3

( =
x

x
3

(|x|<3)

从而 [s(x)]′=(
x

x
3

)′= 2)3(
3
x

=


1n
n

nnx
3

1

.

令 x=1,得: 


1n
n

nx
3

=
4
3
.

复习思考题、作业题：

幂级数逐项求导后，收敛半径不变，那么它的收敛域是否也不变？

不一定
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,)(
1

2





n

n

n
xxf ,)(

1

1









n

n

n
xxf ,)1()(

2

2









n

n

n
xnxf

它们的收敛半径都是 1, 但它们的收敛域各是 )1,1(),1,1[],1,1[ 

下次课预习要点

教 学

后 记

授课时间 第 18 周 课 次 第 35,36 次

章 节

名 称
复习课

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

1，知识目标：复习

2，能力目标：掌握本学期学习内容。

3，素养目标：具备科学的学习态度，严谨的学习精神。

4，课程思政：引导学生形成正确的世界观和价值观，激发学生的爱国精神

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：各个学习知识点。

难点： 各个学习知识点。

教学步骤及内容：

授课时间 第 周 课 次 第 次
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章 节

名 称
§12.4 函数展开成幂级数

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数

教 学

目 的

要 求

1、解函数展开成幂级数的充要条件；2、掌握如何将函数展开成幂级数；

3、了解幂级数在近似计算中的应用.

教 学

方 法
讲授

教 学

重 点

难 点

重点：5 个基本初等函数的展开式，将函数展开成幂级数

难点： 函数展开成幂级数的间接方法

教学步骤及内容：

一、 泰勒级数

前面讨论了幂级数的收敛域及其和函数的性质．但在许多应用中，我们遇到的却是相反的问

题：给定函数  f x ，要考虑它是否能在某个区间内“展开成幂级数”，也就是说，是否能找到这样

一个幂级数，它在某区间内收敛，且其和恰好就是给定的函数  f x ，如果能找到这样的幂级数，我

们就说，函数在该区间内能展开成幂级数，而这个幂级数在该区间内就表达函数  f x ．

1、泰勒公式

如果  f x 在点 0x 的某邻域内有直到 1n  的导数．则对此邻域内任一 x有

           
     20 0 0

0 0 0 0...
1! 2! !

n
nf x f x f x

f x f x x x x x x x
n

 
       

   
   

1
1

01 !

n
nf

x x
n


 


，（其中在 x与 0x 之间）

上式称为  f x 的 n 阶泰勒展开式或泰勒公式，利用泰勒公式，我们可以用一个关于  0x x 的 n 次

多项式

           
     20 0 0

0 0 0 0...
1 2

n
n

n

f x f x f x
p x f x x x x x x x

n
 

       
！ ！ ！

（也称为泰勒多项式）来近似的表达函数  f x ，并可通过余项

 
   
   

1
1

0( ) ( )
1

n
n

n n

f
R x f x p x x x

n


   
 ！

估计误差．

在泰勒公式中，当 0 0x  时，记 x  ，0 1〈〈 ，此时公式成为
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               
 

1
2 1`0 0 0

0 ...
1 2 ! 1 !

n n
n nf f f f x

f x f x x x x
n n




 
     

！ ！

称为  f x 的麦克劳林公式，或称为按 x的幂展开的泰勒公式．

2、泰勒级数

如果  f x 在点 0x 的某邻域内具有各阶导数  f x ，  f x ，…，
   nf x ，…，我们称级数

        
     20 0

0 0 0 0 0... ...
2! !

n
nf x f x

f x f x x x x x x x
n


       

为  f x 在 0x x 的泰勒级数．特别当 0 0x  时，则称它为  f x 的麦克劳林级数．即

         20 0
0 0 ... ...

2! !

n
nf f

f f x x x
n


    

泰勒级数是泰勒多项式从有限项到无限项的推广，于是，带来了两个问题：一个是该级数在什么条

件下收敛，二是该级数是否收敛于函数  f x ，关于这些问题，有下述定理．

定理 设函数  f x 在点 0x 的某一邻域内具有各阶导数，则  f x 在该邻域内能展开成泰勒级数

的充要条件是  f x 的泰勒公式中的余项  nR x 当n时的极限为零．即  lim nn
R x


=0。

证 （必要性）设  f x 在 0x 某邻域 0( )U x 内能展开成泰勒级数，即

        
     20 0

0 0 0 0 0( ) ... ...
2! !

n
nf x f x

f x f x f x x x x x x x
n


         同时把  f x 的 n

阶泰勒公式（1）可以写成：

  1( ) ( )n nf x S x R x  （3）

其中 1( )nS x 为泰勒级数（2）的前 1n 项之和，因上式成立，故有

1lim ( ) ( )nn
S x f x

 ，于是

  1lim lim( ( ) ( )) ( ) ( ) 0n nn n
R x f x S x f x f x 

    

充分性：设 0)(lim 


xRnn
，对所有的 0( )x U x 都成立，由

 1( ) ( )n nS x f x R x   可得
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     1lim ( ) lim( ( )) lim lim ( )n n nn n n n
S x f x R x f x R x f x   

    

即  f x 的 n 阶泰勒级数在 0x 的某领域 0( )U x 内收敛，且收敛于函数  f x 。证毕。

特别地，当 00 x 时

 





 n
n

x
n

fxfxffxf
!

)0(
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2

称为函数 )(xf 可展开成麦克劳林级数.

显然，将函数 )(xf 在 0xx  处展开成泰勒级数，可通过变量替换 0xxt  ，化归为函数

)()()( 0 tFxtfxf  在 0t 处的麦克劳林展开.因此，我们将着重讨论函数的麦克劳林展开.

定理 2 函数 )(xf 的麦克劳林展开式是唯一的.

证 设 )(xf 在 0x 的某邻域 ),( RR 内可展开成 x的麦克劳林级数，即

  n
nxaxaxaaxf 2

210)(

其中 na 是常数， ,2,1n ；由幂级数的逐项求导性，得

  1
21 21)( n

nxanxaaxf

  2
2 )1(12)( n

nxannaxf



   xannannxf nn
n

1
)( 2)1(1)1()(



把 0x 代入上述等式，即有

0)0( af  ， 11)0( af  ， 212)0( af  ，… ， n
n annf  1)1()0()(  ，…

从而

)0(0 fa  ，
!1

)0(
1

fa


 ，
!2

)0(
2

fa


 ，… ，
!

)0()(

n
fa

n

n  ，…
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则函数 )(xf 在 0x 处的幂级数展开式为

 





 n
n

x
n

fxfxffxf
!

)0(
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2

它就是函数的麦克劳林展开式.即函数在 0x 处的幂级数展开式仅麦克劳林展开式这一种.

二、 函数展开成幂级数的方法

1、直接展开法

由以上讨论结果可以看出，直接按公式将所给函数  f x 展开成 x的幂级数的步骤是；

（1） 求出  f x 各阶导数  f x ，  f x ，…，
   nf x ，…，如果在 0x （主要讨论 0 0x  的

情形）处某阶导数不存在，就停止进行；

（2） 求函数及各阶导数在 0x 处的值

         0 0 0 0, , ,...., ,...nf x f x f x f x  ；

（3） 求出幂级数

        
     20 0

0 0 0 0 0.... ...
2! !

n
nf x f x

f x f x x x x x x x
n


        的收敛半径

R；

（4） 考察当 x在收敛区间  ,R R 内时余项  nR x 的极限

 lim nn
R x


=

   
   

1
1

0lim
1 !

n
n

n

f
x x

n








（其中在 x与 0x 之间）

是否为零，如果为零，则第三步求出的幂级数就是函数  f x 的幂级数展开式；如果不为零，

幂级数虽然收敛，但它的和并不是所给的函数  f x ．

例 1 将函数  f x = xe 展开成 x的幂级数

解 求出各阶导数

 f x = xe ，  f x = xe ，…，
   nf x = xe ，…

于是  0 1f  ，  0 1f   ，  0 1f   ，…，
   0 1nf  ，…

故得级数
2

1 ... ...
2! !

nx xx
n

    
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它的收敛半径为 R  

对于任何有限数 x， （ 在 0 与 x之间）余项的绝对值为

     

1
1

1 ! 1 !

n
xn

n

xeR x x e
n n

 

 
 

因为
xe 有限，而

 

1

1 !

nx
n




是收敛级数的一般项，所以，当 n时，

 

1

1 !

nx
n




xe 0 即  lim nn

R x


=0

所以得展开式
xe =

2

1 ... ...
2! !

nx xx
n

      x   

例 2 将函数   sinf x x 展开成 x的幂级数．

解 求出各阶导数

 f x = cos x ,  f x = sin x ,  f x = cos x ,…,

   nf x = sin
2

x n  
 

,…

于是，  0f =0，  0f  =1，  0f  =0，  0 1f    ，…，顺序循环得这几个数：0，1，0， 1 ，

于是得级数

   
3 5 2 1

... 1 ...
3! 5! 2 1 !

n
nx x xx

n



     


它的收敛半径 R  。

对于任何有限数 x， （ 在 0 与 x之间）余项的绝对值，当 n时极限为零

 nR x =

 

 
1

1
sin

2
1 !

n

n

x
n






 
 

 


≤
 

1

0
1 !

nx
n






 n

即  lim 0nn
R x




于是得展开式

sin x     
3 5 2 1

... 1 ...
3! 5! 2 1 !

n
nx x xx

n



     


（ x   ）

用同样的方法可证得
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cos x=    
2 4 2

1 ... 1 ...
2! 4! 2 !

n
nx x x

n
      （ x   ）

2 间接展开法

以上两个例子是用直接方法（直接按公式

   0
!

n

n

f
a

n
 计算幂级数的系数）展开成幂级数的，

这种直接方法计算量较大，而且最后要考察余项 nR 是否收敛于零，这是一件很不容易的事情．下面，

我们利用幂级数本身的性质，如四则运算，逐项微分，逐项积分等，把函数  f x 展开成为 x的幂级

数，这样计算简单，而且往往可以避免直接研究余项，根据函数展开的唯一性，可知这与直接方法

所得的结果一样．

sin x     
3 5 2 1

... 1 ...
3! 5! 2 1 !

n
nx x xx

n



     


（ x   ）

如把它逐项微分，就得到

cos x=    
2 4 2

1 ... 1 ...
2! 4! 2 !

n
nx x x

n
      （ x   ）

例 3 将函数    ln 1f x x  展开成 x的幂级数．

解 因为   1
1

f x
x

 


，而
1

1 x
是收敛的几何级数  

0
1 n n

n
x





 （-1＜ x＜1） 的和函数，即

 2 31 1 ... 1 ...
1

n nx x x x
x
       


（-1＜ x＜1）

所以将上式从 0 到 x逐项积分，得

   
2 3 4 1

ln 1 ... 1 ...
2 3 4 1

n
nx x x xx x
n



        


（-1＜ x≤1）

此展开式对于 x =1 也是正确的，于是有

  11 1 1 1ln 2 1 ... 1 ...
2 3 4

n

n
        ．

例 4 将函数 f(x)(1 x)m展开成 x的幂级数 其中 m为任意常数

解 f(x)的各阶导数为

f (x)m(1x)m1

f (x)m(m1)(1x)m2

        

f (n)(x)m(m1)(m2)  (mn1)(1x)mn

        

所以 f(0)1 f (0)m f (0)m(m1)    f (n)(0)m(m1)(m2)  (mn1)   于是得幂级数
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!

)1(    )1(    
!2

)1(1 2  nx
n

nmmmxmmmx 

可以证明

)11(    
!

)1(    )1(    
!2

)1(1)1( 2  xx
n

nmmmxmmmxx nm

为了便于记忆和查阅，现将几个重要函数的 x幂级数展开式归纳如下：

（1） xe =
2

1 ... ...
2! !

nx xx
n

      x   

（2） sin x     
3 5 2 1

... 1 ...
3! 5! 2 1 !

n
nx x xx

n



     


（ x   ）

（3）cos x=    
2 4 2

1 ... 1 ...
2! 4! 2 !

n
nx x x

n
      （ x   ）

（4）    
2 3 4 1

ln 1 ... 1 ...
2 3 4 1

n
nx x x xx x
n



        


 1 1x  

（5）        21 1 ... 1
1 1 ... ...

2! !
nn

x x x x
n

     


   
        1 1x  

最后，再举一个将函数展开成  0x x 的幂级数的例子

例 5 将函数  f x = sin x展开成
4

x   
 

的幂级数

解 因为 sin x = sin
4 4

x        

= sin cos cos sin
4 4 4 4

x x           
   

=
1 cos sin

4 42
x x               

用公式表中（2）、（3）得

2 4

4 4cos 1 ...
4 2! 3!

x x
x

 


                 
 

 x   

3 5

4 4sin ...
4 4 3! 5!

x x
x x

 
 

                      
   

 x   
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两式相加，就有

2 3

1 4 4sin 1 ...
4 2! 3!2

x x
x x

 


                       
 
 

 x   

例 6 将函数
34

1)( 2 


xx
xf 展开成 )1( x 的幂级数，并求 )1(nf 。

解 方法一：因所求的幂级数具有 n

n
n xa )1(

0






的形式，故可如下运算

)
3

1
1

1(
2
1

)1)(3(
1)(










xxxx
xf

)]1([4
1

2
1

)]1([2
1

2
1







xx

]
4

)1([1

1
8
1

]
2

)1([1

1
4
1










xx

n

n

n

n

xx




 




 
 







 4
)1(

8
1

2
)1(

4
1

00





 



 

0
322 )1(

2
1

2
1)1(

n

n
nn

n x ， 31  x

此式即为
34

1)( 2 


xx
xf 的关于 )1( x 的幂级数展开式.

方法二：作变量替换 1 xt ，则 1 tx ，有

)2)(4(
1

)1)(3(
1)(







ttxx
xf

)4(2
1

)2(2
1







tt

)
4

1(8

1

)
2

1(4

1
tt







因
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











 0 2
)1(

4
1

)
2

1(4

1
n

n
n t

t
， 1

2
1 

t

n

n

n t
t 












 0 4
)1(

8
1

)
4

1(8

1
， 1

4
1 

t

于是将 1 xt 代回即得
34

1)( 2 


xx
xf 的关于 )1( x 的幂级数展开式为

n

n

n

n

n
n ttxf 























00 4
)1(

8
1

2
)1(

4
1)( ， 22  t





 



 

0
322 )1(

2
1

2
1)1(

n

n
nn

n x ， 31  x

根据麦克劳林展开式的系数公式得


!

)1(
n
f n





   322 2

1
2

1)1( nn
n

即

)1(nf = !n 



   322 2

1
2

1)1( nn
n

练习 1、将函数
14)(  xxf 展开成 x的幂级数.

解 因
4ln1 44 xx e
，利用

xe 的展开式得









 

!
)4ln(

!2
)4ln(

!1
)4ln(144

2
1

n
xxx n

x

),(
!

)2(ln2
!2

)2(ln22ln84
2

2
24




xx
n

xx n
nn

 2、将函数

xxf arctan)(  展开成 x的幂级数.

解 因 21
1)(arctan
x

x


 ，而 21
1
x

可展开式为
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)1,1()()()(1
1

1 2222
2 


xxxx

x
n 

两边从0到 x逐项积分得

)1,1(
12

)1(
5
1

3
1

1
1arctan

12
53

0 2 








 x
n
xxxxdx

x
x

n
nx



因为当 1x 时，级数


 


0 12
1)1(

n

n

n
是收敛的，当 1x 时，级数



 0 12
1

n n
是发散的，所以 xarctan

在 ]1,1(x 上的幂级数展开式为

 





12
)1(

5
1

3
1arctan

12
53

n
xxxxx

n
n

三、函数的幂级数展开式的应用

1、近似计算

例 9.38 求 e 的近似值，要求误差不超过
410 
。（2.7183）

例 9.39 计算
010cos 的近似值，要求误差不超过

410 
。（0.9511）

例 9.40 计算 ln 2 的近似值 要求误差不超过
410 
。

解 ： 由前面 令 x1 可得

    1)1(    
3
1

2
112ln 1  

n
n .

如果取这级数前 n 项和作为 ln2 的近似值 其误差为
1

1||



n

rn .

为了保证误差不超过 410  就需要取级数的前 10000 项进行计算. 这样做计算量太大了 我们必需用

收敛较快的级数来代替它.

把展开式

)11(    
1

)1(    
432

)1ln(
1432







x
n
xxxxxx
n

n

中的 x换成x  得

)11(     
432

)1ln(
432

 xxxxxx 

两式相减 得到不含有偶次幂的展开式
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)1ln()1ln(
1
1ln xx
x
x 


 )11( )    

5
1

3
1(2 53  xxxx 

令 2
1
1 


x
x  解出

3
1x  以

3
1x 代入最后一个展开式 得

)    
3
1

7
1

3
1

5
1

3
1

3
1

3
1(22ln 753  

如果取前四项作为 ln2 的近似值 则误差为

)    
3
1

13
1

3
1

11
1

3
1

9
1(2|| 131194 r ]    )

9
1(

9
11[

3
2 2
11 

700000
1

34
1

9
11

1
3
2

911 





 .

于是取 )
3
1

7
1

3
1

5
1

3
1

3
1

3
1(22ln 753  

同样地 考虑到舍入误差 计算时应取五位小数

33333.0
3
1  01235.0

3
1

3
1

3   00082.0
3
1

5
1

5   00007.0
3
1

7
1

7  

因此得 ln 206931

例 9.41 1、 计算定积分 dxe x 2
1

0

22


的近似值 要求误差不超过 00001（取 56419.01 


）

2、 计算积分 dx
x
x

1

0
sin

的近似值 要求误差不超过 00001

解：1、 将 ex的幂级数展开式中的 x换成x2 得到被积函数的幂级数展开式

    
!3
)(

!2
)(

!1
)(1

32222
2  xxxe x )( 

!
)1(

2

0





x

n
x n

n

n .

于是 根据幂级数在收敛区间内逐项可积 得

dxx
n

dx
n
xdxe n

n

nn

n

nx  








  2
1

0
2

0

2
1

0

2

0

2
1

0 !
)1(2]

!
)1([22 2



)    
!372

1
!252

1
32

11(1
642 











.

前四项的和作为近似值 其误差为

90000
1

!492
11|| 84 





r 

所以
2

1
2

2 4 60

2 1 1 1 1(1 ) 0.5205
2 3 2 5 2! 2 7 3!

xe dx
 

     
     

2、 由于 1sinlim
0


 x

x
x

 因此所给积分不是反常积分 如果定义被积函数在 x0 处的值为 1 则它

在积分区间[0 1]上连续.
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展开被积函数 有 )(    
!7!5!3

1sin 642
 xxxx

x
x 

在区间[0 1]上逐项积分 得     
!77

1
!55

1
!33

11sin1

0









 dx

x
x 

因为第四项
30000

1
!77

1 




所以取前三项的和作为积分的近似值 9461.0
!55

1
!33

11sin1

0






 dx

x
x 

2、 欧拉公式

复数项级数 设有复数项级数

(u1iv1)(u2iv2)   (univn)   

其中 un  vn (n1 2 3   )为实常数或实函数 如果实部所成的级数

u1u2     un   

收敛于和 u 并且虚部所成的级数 v1v2    vn   

收敛于和 v 就说复数项级数收敛且和为 uiv

绝对收敛 如果级





1
)(

n
nn ivu 的各项的模所构成的级数






1

22

n
nn vu 收敛 则称级数






1
)(

n
nn ivu

绝对收敛

复变量指数函数 考察复数项级数     
!

1    
!2

11 2  nz
n

zz 

可以证明此级数在复平面上是绝对收敛的 在x轴上它表示指数函数ex  在复平面上我们用它来定义

复变量指数函数 记为 ez  即

    
!

1    
!2

11 2  nz z
n

zze 

欧拉公式 当 x0 时 ziy  于是

    )(
!

1    )(
!2

11 2  niy iy
n

iyiye

    
!5

1
!4

1
!3

1
!2

11 5432 yiyyiyiy

)    
!5

1
!3

1()    
!4

1
!2

11( 5342  yyyiyy

cos yisin y

把 y 定成 x 得 eixcos xi sin x 这就是欧拉公式

复数的指数形式 复数 z 可以表示为

zr(cos isin)rei 

其中 r|z|是 z 的模  arg z 是 z 的辐角

三角函数与复变量指数函数之间的联系

因为 eixcos xi sin x eixcos xi sin x 所以
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eix
+eix2cos x exeix2isin x

)(
2
1cos ixix eex   )(

2
1sin ixix ee
i

x  

这两个式子也叫做欧拉公式

复变量指数函数的性质 2121 zzzz eee  

特殊地 有 exiy ex ei y ex
(cos y isin y)

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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