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授课时间 第 3 周 课 次 第 1 次

章 节

名 称
§1.1 映射与函数

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

主要是复习高中阶段学过的集合以及函数的概念、性质；介绍邻域、分段

函数、复合函数、初等函数的概念。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：邻域的概念、分段函数、复合函数。

难点：复合函数。

教学步骤及内容：

一、 集合

1、集合：集合是具有某种特定性质的事物所组成的全体。通常用大写字母 A、B、C……等来表示，

组成集合的各个事物称为该集合的元素。若事物 a 是集合 M 的一个元素，就记 aM（读 a 属于

M）；若事物 a 不是集合 M 的一个元素，就记 aM 或 aM（读 a 不属于 M）；集合有时也简称

为集。

注意：（1）对于一个给定的集合，要具有确定性的特征，即对于任何一个事物或元素，能够判

断它属于或不属于给定的集合，二者必居其一.
（2）对于一个给定的集合，其中的元素应是互异的，完全相同的元素，不论数量多少，在一

个集合里只算作一个元素，就是说，同一个元素在同一个集合里不能重复出现.
（3）若一集合只有有限个元素，就称为有限集；否则称为无限集

（1）集合的表示法

表示集合的方法，常见的有列举法和描述法两种.
列举法：按任意顺序列出集合的所有元素，并用花括号{ }括起来，这种方法称为列举法.
例 方程 x2+2x-3=0 根的集合 A，可表示为 A={-3,1}.
描述法：若集合 M 是由具有某种性质 P 的元素 x的全体所组成的，可表示为

M={ x | x具有性质 P},

例 由不等式 x-3>2 的解构成的集合 A 可表示为 A={x|x>5}.

（2）全体自然数集记为 N,全体整数的集合记为 Z,全体有理数的集合记为 Q,全体实数的集合记为 R，
以后不特别说明的情况下考虑的集合均为数集。

（3）集合间的基本关系：若集合 A 的元素都是集合 B 的元素，即若有 Ax ，必有 Bx ，

就称 A 为 B 的子集，记为 BA  ,或 AB  (读 B 包含 A)。

显然： RQZN  .
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若 BA  ,同时 AB  ,就称 A、B 相等,记为 A=B。

(4) 不含任何元素的集称为空集,记为 ,如：

{ Rxxx  ,012 }= ,{ 12: xx }= ,空集是任何集合的子集,即 A 。

2、集合的运算

}|{ BxAxxBA  或 ； }|{ BxAxxBA  且

}|{\ BxAxxBA  或

性质：（1）交换律 ABBAABBA   , ；

（2）结合律 )(, )( CBACBACBACBA   ）（）（

（3）分配律 , )()( CBCACBA  ）（

)()( CBCACBA  ）（

（4）对偶律
cccccc BABABABA   ）（）（ ,

(AB)CAC BC的证明:
x(AB)CxABxA且 xBxA C且 xBCxAC BC, 所以(AB)CAC BC.
直积(笛卡儿乘积):

设 A、B 是任意两个集合, 在集合 A 中任意取一个元素 x, 在集合 B 中任意取一个元素 y, 组成

一个有序对(x, y), 把这样的有序对作为新元素, 它们全体组成的集合称为集合 A 与集合 B 的直积,

记为 AB, 即

},|),{ ByAxyxBA  （

例如, RR{(x, y)| xR 且 yR }即为 xOy 面上全体点的集合, RR 常记作 R
2
.

3、区间与邻域

（1） 区间

有限区间: 设 a<b, 称数集{x|a<x<b}为开区间, 记为(a, b), 即

(a, b){x|a<x<b}.
类似地有

[a, b]  {x | a xb }称为闭区间,
[a, b)  {x | ax<b }、(a, b]  {x | a<xb }称为半开区间.

其中 a和 b称为区间(a, b)、[a, b]、[a, b)、(a, b]的端点, ba称为区间的长度.
无限区间:

[a, )  {x | ax }, (, b]  {x | x < b } , (, ){x | | x | < }.

区间在数轴上的表示:

（2）邻域：以点 a为中心的任何开区间称为点 a的领域，记作 )(aU 。
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设 是任一正数，a 为某一实数，把数集{ x| |x-a | < }称为点 a的 邻域，记作 U（a,  ），

即

U(a,  )={ x| |x-a | < }

点 a 称为这邻域的中心， 称为这邻域的半径.（图 1-8）

由于 a- <x<a+ 相当于| x-a |< ，因此

U(a,  ）={ x| a- <x<a+ },也就是开区间( a- ,a+ )

因为| x-a |表示点 x 与点 a间的距离，所以 U(a,  ）表示：与点 a 距离小于 的一切点 x 的

全体.

例如: | x-2 |<1,即为以点 a=2 为中心，以 1 为半径的邻域。有时用到的邻域需要把邻域中心

去掉.点 a 的 邻域去掉中心 a 后，称为点 a的去心的 邻域，记作 ),( aU


，即

U (a, ){x |0<|

xa |<}
这里 0<|x-a|就表示 x a.

例如: 0<| x-2 |<1,即为以点 a=2 为中心,半径为 1 的去心邻域(1,2) (2,3).

二、映射

1、映射的概念

定义 设 X、Y是两个非空集合，如果存在一个法则 f ，使得对 X中每个元素 x，按法则 f ，

在 Y中有唯一的元素 y 与之对应，则称 f 为 X到 Y的映射,记作 :f X Y ,

其中 y 元素 x（在映射 f 下）的像。并记作 ( )f x ，即 ( )y f x 而元素 x称为元素 y（在映射 f

下）的一个像；集合 X 称为映射 f 的定义域，记作 fD ,即 fD  X；X 中所有元素的像所组成

的集合称为映射 f 的值域，记作 fR 或 ( )f X ，即： R ff(X){f(x)|xX}.

需要注意的问题:

(1)构成一个映射必须具备以下三个要素: 集合 X, 即定义域 fD X 集合 Y, 即值域的范围: R

f Y; 对应法则 f, 使对每个 xX, 有唯一确定的 yf(x)与之对应.

(2)对每个 xX, 元素 x 的像 y 是唯一的; 而对每个 yR f, 元素 y 的原像不一定是唯一的; 映射 f

的值域 R f是 Y 的一个子集, 即 R f Y, 不一定 R fY .

例 1 设 f : RR, 对每个 xR, f(x)x2
.

显然, f 是一个映射, f 的定义域 D fR, 值域 R f {y|y0}, 它是 R 的一个真子集. 对于 R f 中

的元素 y, 除 y0 外, 它的原像不是唯一的. 如 y4 的原像就有 x2 和 x2 两个.

例 2 设 X{(x, y)|x2y21}, Y{(x, 0)||x|1}, f : X Y, 对每个(x, y)X, 有唯一确定的

(x, 0)Y 与之对应.

显然 f 是一个映射, f 的定义域 D fX, 值域 R f Y. 在几何上, 这个映射表示将平面上一个圆心

在原点的单位圆周上的点投影到 x 轴的区间[1, 1]上.
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(3) f : ]
2

 ,
2

[ 
 [1, 1], 对每个 x ]

2
 ,

2
[ 
 , f(x)sin x .

f 是一个映射, 定义域 D f  ]
2

 ,
2

[ 
 , 值域 R f [1, 1].

满射、单射和双射:

设 f 是从集合 X 到集合 Y 的映射, 若 R f Y, 即 Y 中任一元素 y 都是 X 中某元素的像, 则称 f

为 X 到 Y 上的映射或满射; 若对 X 中任意两个不同元素 x 1x 2, 它们的像 f(x 1)f(x 2), 则称 f 为 X

到 Y 的单射; 若映射 f 既是单射, 又是满射, 则称 f 为一一映射(或双射).

上述三例各是什么映射？

2. 逆映射与复合映射

设 f 是 X 到 Y 的单射, 则由定义, 对每个 yR f , 有唯一的 xX, 适合 f(x)y, 于是, 我们可

定义一个从 R f 到 X 的新映射 g, 即

g : R f X,

对每个 yR f , 规定 g(y)x, 这 x 满足 f(x)y. 这个映射 g称为 f 的逆映射, 记作 f 1, 其定义域

1fD R f , 值域 1fR X .

按上述定义, 只有单射才存在逆映射. 上述三例中哪个映射存在逆映射？

设有两个映射

g : XY 1, f : Y 2Z,

其中 Y 1Y 2. 则由映射 g和 f可以定出一个从 X到 Z的对应法则, 它将每个 xX 映射成 f[g(x)]Z .

显然, 这个对应法则确定了一个从X到 Z的映射, 这个映射称为映射g和 f构成的复合映射, 记作f

o g, 即

f o g: X Z,

(f o g)(x)f[g(x)], xX .

应注意的问题:

映射 g 和 f 构成复合映射的条件是: g 的值域 R g必须包含在 f 的定义域内, R gD f . 否则, 不

能构成复合映射. 由此可以知道, 映射 g 和 f 的复合是有顺序的, f o g 有意义并不表示 g o f 也有

意义. 即使 f o g 与 g o f 都有意义, 复映射 f o g 与 g o f 也未必相同.

例 4 设有映射 g : R[1, 1], 对每个 xR, g(x)sin x,

映射 f : [1, 1][0, 1], 对每个 u[1, 1], 21)( uuf  .

则映射 g 和 f 构成复映射 f o g: R[0, 1], 对每个 xR, 有

|cos|sin1)(sin)]([))(( 2 xxxfxgfxgf  .

三、函数

1、函数的概念

定义 设数集 DR, 则称映射 f : DR为定义在 D上的函数, 通常简记为

yf(x), xD,
其中 x称为自变量, y称为因变量, D称为定义域, 记作 D f, 即 D fD.

应注意的问题:
记号 f和 f(x)的含义是有区别的, 前者表示自变量 x和因变量 y之间的对应法则, 而后者表示与自

变量 x对应的函数值. 但为了叙述方便, 习惯上常用记号“f(x), xD”或“y=f(x), xD”来表示定义
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在 D上的函数, 这时应理解为由它所确定的函数 f .
函数符号: 函数 yf(x)中表示对应关系的记号 f也可改用其它字母, 例如“F”, “”等. 此时函

数就记作 y (x), yF(x).
函数的两要素:
函数是从实数集到实数集的映射, 其值域总在 R内, 因此构成函数的要素是定义域 D f及对应法

则 f . 如果两个函数的定义域相同, 对应法则也相同, 那么这两个函数就是相同的, 否则就是不同的.
函数的定义域:

函数的定义域通常按以下两种情形来确定: 一种是对有实际背景的函数, 根据实际背景中

变量的实际意义确定. 另一种就是若函数由公式给出时，不考虑函数的实际意义，这时函数的定义域

就是使式子有意义的自变量的一切实数值.

求定义域举例:

求函数 41 2  x
x

y 的定义域.

要使函数有意义, 必须 x0, 且 x2 40.
解不等式得| x |2.

所以函数的定义域为 D{x | | x |2}, 或 D(, 2][2, ]).

单值函数与多值函数:
在函数的定义中，对每个 xD, 对应的函数值 y总是唯一的, 这样定义的函数称为单值函数. 如

果给定一个对应法则, 按这个法则, 对每个 xD, 总有确定的 y值与之对应, 但这个 y不总是唯一的,
我们称这种法则确定了一个多值函数. 例如, 设变量 x和 y之间的对应法则由方程 x2y2r2 给出. 显

然, 对每个 x[r, r]，由方程 x2y2r2,可确定出对应的 y值, 当 xr或 xr时, 对应 y0 一个值; 当 x
取(r, r)内任一个值时, 对应的 y有两个值. 所以这方程确定了一个多值函数.

对于多值函数, 往往只要附加一些条件, 就可以将它化为单值函数, 这样得到的单值函数称为多

值函数的单值分支. 例如, 在由方程 x2y2r2给出的对应法则中, 附加“y0”的条件, 即以“x2y2r2

且 y0”作为对应法则, 就可得到

一个单值分支 22
1 )( xrxyy  ; 附加“y0”的条件, 即以“x2y2r2且 y0”作为对应法则, 就可

得到另一个单值分支 22
2 )( xrxyy  .

表示函数的主要方法有三种: 表格法、图形法、解析法(公式法), 这在中学里大家已经熟悉. 其

中, 用图形法表示函数是基于函数图形的概念, 即坐标平面上的点集

{P(x, y)|yf(x), xD}
称为函数 yf(x), xD的图形. 图中的 R f 表示函数 yf(x)的值域.

函数的例子:

例 1 求函数 f(x)=
)3ln()1(

2



xx

x
的定义域 .

解 应使
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















.03
,0)3ln(

,01
,02

x
x
x
x

即
















.3
,2

,1
,2

x
x
x
x

所以此函数的定义域为[2, +）.

例 2 求函数 f(x)=arcsin
5

1x
+

225
1
x

的定义域

解 应使












025

,1|
5

1|
2x

x
即








55
,64

x
x

也就是 -4 x <5

所以此函数的定义域为 D=[-4,5）.

例 3 函数 y=|x|=







0,
,0,

xx
xx

的定义域 D=(  , ),值域 W=[0,  ），它的图形如图所示.这函数称为绝对值函数

分段函数:
在自变量的不同变化范围中, 对应法则用不同式子来表示的函数称为分段函数.

例 4. 函数













01
00
0   1

sgn
x
x
x

xy
 

 .

称为符号函数. 其定义域为 D(, ), 值域为 R f {1, 0, 1}.
例 5 设 x 为 任 一 实 数 . 不 超 过 x 的 最 大 整 数 称 为 x 的 整 数 部 分 ， 记 作 [x]. 例

如,         .45.3,11,3,13,0
5
3





  把 x 看作变量，则函数

y=[x]的定义域 D=(  , )，值域 W=Z.它的图形如图 1.7 所示，这图形称为阶梯曲线.在 x 为整数

值处，图形发生跳跃，跃度为 1.这函数称为取整函数.

例 6 函数










11

10    2
xx
xxy

  
.

这是一个分段函数, 其定义域为 D[0, 1](0, ) [0, ).

当 0x1 时, xy 2 ; 当 x>1 时, y1x.

例如 2
2
12)

2
1( f ; 2 1 2)1( f ; f(3)134.
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2、函数的几种特性

1）、函数的有界性：

设 )(xfy  在D上有定义，若对 , 0x D M    ，使 Mxf )( ，就

称 )(xf 在D上有界，否则称为无界。

注：（1）、若对 Dx ， M ，使得 ))(()( MxfMxf  ，就称 )(xf 在D上有上(下)界。

)(xf 在D上有界 )(xf 在D上同时有上界和下界。

（2）、 )(xf 在D上无界也可这样说：对 0M  ，总 Dx  0 ，使得 0( )f x M 。

2）、函数的单调性：

设函数 )(xf 在区间 I 上有定义，若对 Ixx  21、 ，当 1 2x x 时总有：（1） )()( 21 xfxf  ，

就称 )(xf 在 I 上单调递增，特别当严格不等式 1 2( ) ( )f x f x 成立时，就称 )(xf 在 I 上严

格单调递增。

（2） )()( 21 xfxf  ，就称 )(xf 在 I 上单调递减，特别当严格不等式 )()( 21 xfxf  成立时，就

称 在 I 上严格单调递减。

例如：[例 3]中的函数在定义域 ]1,1[ 上不是单调的，但在 )0,1[ 上是严格单减的，在 ]1,0( 上是

严格单增的。

3）、函数的奇偶性：

设函数 )(xf 的定义域D为对称于原点的数集，（即若 Dx ， Dx ），若对 Dx ，有

)()( xfxf  恒成立，就称 )(xf 为偶函数。

若对 Dx ，有 )()( xfxf  恒成立，就称 )(xf 为奇函数。

【例 5】
2xy  ， xy cos , xy  ,是偶函数，

3xy  ， xy sin ， xy sgn ，是奇函数，

32 xxy  ， xxy sincos  是非奇非偶函数。

注：1、 注 1): 偶函数的图形是关于 y 轴对称的，奇函数的图形是关于原点对称的。

2):若 )(xf 是奇函数，且 D0 ，则必有 0)0( f 。

3):两偶函数和为偶函数；两奇函数和为奇函数；两偶函数的积为偶函数；两 奇函数的积

也为偶函数；一奇一偶的积为奇函数。

4）、函数的周期性：

设函数 )(xf 的定义域为 D，如果存在正数 0l ，使得对 Dx ，有 Dlx  ，且
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)()( xflxf  恒成立，就称 )(xf 为周期函数， l称为 )(xf 的周期。

例如： tgxyxyxy  ,cos,sin 分别为周期为  ,2,2 的周期函数， ][xxy  为周期为 1

的函数。

注 1：若 l为 )(xf 的周期，由定义知 lll 4,3,2 也都是 )(xf 的周期，故周期函数有无穷多个周

期，通常说的周期是指最小正周期（基本周期），然而最小正周期未必都存在（为什么？）

例如：







 cQx

Qx
xD

0
1

)( ，易证这是一个周期函数，任何有理数 r都是他的周期，由于不存在

最小的正有理数，所以没有最小正周期。

2：周期函数在一每个周期 ))1(,( lkakla  （ a为任意数， k为任意常数）上，有相同的形

状。

3、 反函数

定义 6 设 )(xf 的定义域为D，值域为W ，因此，对 Wy ，必 Dx ，使得 yxf )( ，这

样的 x可能不止一个，若将 y 当作自变量，x当作因变量，按函数的概念，就得到一新函数 )(yx  ，

称之为函数 )(xfy  的反函数，而 )(xf 叫做直接函数。

注 1：反函数 )(yx  的定义域为W ，值域为D；

2：由上讨论知，即使 )(xfy  为单值函数，其反函数却未必是单值函数，以后对此问题还作研

究；

3：在习惯上往往用 x表示自变量， y 表示因变量，因此将 )(yx  中的 x与 y 对换一下，

)(xfy  的反函数就变成 )(xy  ，事实上函数 )(xy  与 )(yx  是表示同一函数的，因为，

表示函数关系的字母 "" 没变，仅自变量与因变量的字母变了，这没什么关系。所以说：若 )(xfy 

的反函数为 )(yx  ，那么 )(xy  也是 )(xfy  的反函数，且后者较常用；

4：反函数 )(xy  的图形与直接函数 )(xfy  的图形是对称于 xy  。

例如：函数
32 ,, xyxybaxy  的反函数分别为：

3
1

,, yxyx
a
byx 


 或分别为 3

1

,, xyxy
a
bxy 


 。

4、复合函数
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若    xuufy  ，当  x 的值域落在  uf 的定义域内时，称   xfy  是由中间变量

u 复合成的复合函数。

例如：1、 xuuy sin2  可复合成 xy sin2 

注意： 2sin  xuuy 就不能复合。

2、 xy 2arctan 可以看作是 xvuuy v  ，， 2arctan 复合成的复合函数。

5、函数的运算（和差积商运算）P16 页

设函数 f(x), g(x)的定义域依次为 D 1, D 2, DD 1D 2, 则我们可以定义这两个函数的下列运算:
和(差)f g : (f g)(x)f(x)g(x), xD;
积 f g : (f g)(x)f(x)g(x), xD;

商
g
f :

)(
)())((
xg
xfx

g
f

 , xD\{x|g(x)0}.

例 11 设函数 f(x)的定义域为(l, l), 证明必存在(l, l)上的偶函数 g(x)及奇函数 h(x), 使得

f(x)g(x)h(x).
分析 如果 f(x)g(x)h(x), 则 f(x)g(x)h(x), 于是

)]()([
2
1)( xfxfxg  , )]()([

2
1)( xfxfxh  .

证 作 )]()([
2
1)( xfxfxg  , )]()([

2
1)( xfxfxh  , 则 f(x)g(x)h(x),

且 )()]()([
2
1)( xgxfxfxg  ,

)()]()([
2
1)]()([

2
1)( xhxfxfxfxfxh  .

五、初等函数

基本初等函数:
幂函数: yx  (R是常数);
指数函数: ya x(a0 且 a1);
对数函数: yloga x (a0 且 a1, 特别当 ae时, 记为 yln x);
三角函数: ysin x, ycos x, ytan x, ycot x, ysec x, ycsc x;
反三角函数: yarcsin x, yarccos x, yarctan x, yarccot x .
初等函数:
由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的函数复合步骤所构成并可用一个式子

表示的函数, 称为初等函数. 例如

21 xy  , ysin2x,
2

cot xy

等都是初等函数. 本教材讨论的主要都是初等函数。
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复习思考题、作业题：

思考题：下列函数能否复合为函数 [ ( )]y f g x ，若能，写出其解析式、定义域、值域．

(1) ( ) ,y f u u  2( )u g x x x  

(2) ( ) ln ,y f u u  ( ) sin 1u g x x   。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 4 周 课 次 第 2 次

章 节

名 称
§1.2 数列的极限

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

教学目标：使学生理解数列的定义及性质。

德育目标：通过极限的起源和发展，了解数学极限的发展历程，体会国内外数学家追

求科学道路的艰辛，让学生深刻体会数学的科学性和严谨性的同时，帮助学生形成思

维严谨、工作求实的作风。

教 学

方 法
启发式教学

教 学

重 点

难 点

重点：数列极限的定义及性质。

难点：数列极限的定义。

教学步骤及内容：

一、数列极限的定义

极限概念是由于求某些实际问题的精确解答而产生的。例如，我国古代数学家刘徽

（公元 3 世纪）利用圆内接正多边形来推算圆面积的方法——割圆术，就是极限思想在

几何学上的应用。

设有一圆，首先作内接正六边形，把它的面积记为 1A ；再作内接正十二边形，其面

积记为 2A ；再作内接正二十四边形，其面积记为 3A ；循此下去，每次边数加倍，一般

地把内接正 126  n 边形的面积记为  NnAn  。这样，就得到一系列内接正多边形的面积：

，，，，，，  nAAAA 321

它们构成一列有次序的数。当 n越大，内接正多边形与圆的差别就越小，从而以 nA 作为

圆面积的近似值也越精确。但是无论 n取得如何大，只要 n取定了， nA 终究只是多边形

的面积，而还不是圆的面积。因此，设想无限增大（记为 n ，读作 n趋于无穷大），

即内接正多边形的边数无限增加，在这个过程中，内接正多边形无限接近于圆，同时 nA

也无限接近于某一确定的数值，这个确定的数值就理解为圆的面积。这个确定的数值在

数学上称为上面这列有次序的数（所谓数列） ，，，，，，  nAAAA 321 当 n 时的极限。

在圆面积问题中我们看到，正是这个数列的极限才精确地表达了圆的面积。
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在解决实际问题中逐渐形成的这种极限方法，已成为高等数学中的一种基本方法，

因此有必要作进一步的阐明。

先说明数列的概念。如果按照某一法则，有第一个数 1x ，第二个数 2x ，…这样依次序排

列着，使得对应着任何一个正整数 n有一个确定的数 nx ，那么，这列有次序的数

 ，，，，， nxxxx 321

就叫做数列。

数列中的每一个数叫做数列的项，第 n项 nx 叫做数列的一般项。例如：

 

 

1

1

1 2 3(1) (2)2 4 8 2
2 3 4 1
1 1 1 1(3) (4)1 11 1
2 4 8 2

11 4(5)2
2 3

n

n
n

n

n
n

n
n







 

 

   

   

 

，，， ， ， ； ，，， ， ；

，，， ， ， ； ， ，， ， ， ；

，，， ， ，

都是数列的例子，它们的一般项依次为

   
n

n
n
n n

n
n

n
1

1 11
2
12

1


 




，，，， 。

以后，数列  ，，，，， nxxxx 321 也简记为数列 nx 。

注：在数轴上，数列的每项都相应有点对应它。如果将 nx 依次在数轴上描出点的位置，限我们

能否发现点的位置的变化趋势呢？显然，
















nn

1,
2
1

是无限接近于 0 的； n2 是无增大的； 1)1(  n
的项是在 1 与 1 两点跳

动的，不接近于某一常数；






 
n
n 1

无限接近常数 1。

对于数列来说，最重要的是研究其在变化过程中无限接近某一常数的那种渐趋稳定的状态，这

就是常说的数列的极限问题。

我们来观察






 
n
n 1

的情况。从图中不难发现
n
n 1

随着 n的增大，无限制地接近1，亦即 n充分

大时，
n
n 1

与1可以任意地接近，即 11



n
n

可以任意地小，换言之，当 n充分大时 11



n
n

可以
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小于预先给定的无论多么小的正数 。例如，取
100

1
 ，由 100

100
1111


 n

nn
n

，即







 
n
n 1

从第101项开始，以后的项 ,
102
103,

101
102

102101  xx 都满足不等式
100

11 nx ，或者

说 ， 当 100n 时 ， 有
100

111



n
n

。 同 理 ， 若 取
10000

1
 ， 由

10000
10000

1111


 n
nn

n
， 即







 
n
n 1

从 第 10001 项 开 始 ， 以 后 的 项

,
10002
10003,

10001
10002

1000210001  xx 都满足不等式
10000

11 nx ，或说，当 10000n 时，有

10000
111



n
n

。一般地，不论给定的正数 多么小，总存在一个正整数 N ，当 Nn  时，有


 11
n
n

。这就充分体现了当 n越来越大时，
n
n 1

无限接近1这一事实。这个数“1”称为当

n 时，






 
n
n 1

的极限。

定义1： 若对 0 （不论 多么小），总自然数 0N ，使得当 Nn  时都有  axn

成立，这是就称常数 a是数列 nx 的极限，或称数列 nx 收敛于 a，记为 axnn



lim ，或 axn 

（ n ）。如果数列没有极限，就说数列是发散的。

【例1】证明数列  ,1,,
3
4,

2
3,2

n
n 

收敛于1。

证明：对 0 ，要使得 


nn
n 111

，只须

1

n ，所以取 





1N ，当 Nn  时，有




nn
n 111

，所以 11lim 


 n
n

n
。

注1： 是衡量 nx 与 a的接近程度的，除要求为正以外，无任何限制。然而，尽管 具有任意性，

但一经给出，就应视为不变。（另外， 具有任意性，那么
2,2,

2


等也具有任意性，它们也可代

替 ）

2： N 是随 的变小而变大的，是 的函数，即 N 是依赖于 的。在解题中， N 等于多少关系
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不大，重要的是它的存在性，只要存在一个 N ，使得当 Nn  时，有  axn 就行了，而不必求

最小的 N 。

【例2】证明 1lim
22




 n
an

n
。

证明：对 0 ，因为 


nn
n 111

,因为

n
a

nann
a

n
an 2

22

222

)(
1 






（此处不妨设 0a ，若 0a ，显然有 1lim
22




 n
an

n
）

所以要使得 
 1

22

n
an

，只须 
n
a 2

就行了。

即有


2an  . 所以取 ][
2


aN  ，当 Nn  时，因为有 

n
a 2

 
 1

22

n
an

，所以 1lim
22




 n
an

n
。

3：有时找 N 比较困难，这时我们可把 axn  适当地变形、放大（千万不可缩小！），若

放大后小于 ，那么必有  axn 。

【例3】设 1q ，证明  ,,,,,1 12 nqqq 的极限为0，即 0lim 1 



n

n
q 。

证明：若 0q ，结论是显然的，现设 10  q ，对 0 ，（因为 越小越好，不妨设 1 ），

要使得  01nq ，即 1nq ，只须两边放对数后， lnln)1(  qn 成立就行了。因为

10  q ，所以 0ln q ，所以
q

n
q

n
ln
ln1

ln
ln1 

 。

取













q
N

ln
ln1 

，所以当 Nn  时，有  01nq 成立。

二 收敛数列的性质

定理1：（唯一性）数列 nx 不能收敛于两个不同的极限。
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证明：设 a和b为 nx 的任意两个极限，下证 ba  。

由极限的定义，对 0 ，必分别自然数 21 ,NN ，当 1Nn  时，有  axn …(1)

当 2Nn  时，有  bxn …(2)令  21 ,NNMaxN  ，当 Nn  时，（1），（2）同时成

立。现考虑：

 2)()(  axbxaxbxba nnnn

由于 ba, 均为常数 ba  ，所以 nx 的极限只能有一个。

【例 4】证明数列
1)1(  n

nx 是发散的。

证明：（反证法）假设 nx 收敛，由唯一性，设 axnn



lim ，按定义，对  ,

2
1 自然数 N ，当

Nn  时，
2
1

 axn ，考虑 1
2
1

2
1

11   axaxxx nnnn  ，而 nx ， 1nx 总

是一个“1”，一个“ 1 ”，所以 11  nn xx ,所以矛盾， 所以
1)1(  n

nx 发散。

定理 2. （有界性）若数列 nx 收敛，那么它一定有界，即：对于数列 nx ，若正数M ，对一

切 n，有 Mxn  。

证明：设 axnn



lim ，由定义对  ,1 自然数 ,N 当 Nn  时， 1 axn ，所以当 Nn 

时， aaaxx nn  1 ，令 }1,,{ 21 axxxMaxM N   ，显然对一切 n， Mxn  。

注：本定理的逆定理不成立，即有界未必收敛。例如数列
1)1(  n

nx 是有界的（ 1nx ），但

数列不收敛。

定理 3（保号性）如果 axnn



lim 且 )0(0  aa 或 ，那么存在正整数 N，当 Nn  时 有

 00  nn xx 或

证  axnn



lim 不妨设 0a 取

2
a

 N 当 Nn  时

         0
2 2n n
a ax a x a    

推论 如果数列 nx 从某项起有 )0(0  nn xx 或 且 axnn



lim ，那么 )0(0  aa 或

证（反证法）  nx 从某项 1N 起有 0nx 且 axnn



lim ，若 0lim 


axnn

0, 22  nxNnN 时有当 ；取  21max NNN ， .当 Nn  时 有 0nx 与 0nx 矛盾
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0a 类似可证 0nx 情形。

定理 4(收敛数列与子列关系)如果数列 nx 收敛于 a，那么它的任一子数列也收敛，且极限是 a.

证 设 
Rn

x 是数列 nx 的任一子数列

 




axNnN

ax

n

nn

有，当正整数,0

lim

取 NK  时当 Kk  Nnn Kk 

证毕lim
Knk

x a


 

复习思考题、作业题：

1 对于某一正数 0 如果存在正整数 N 使得当 nN时 有|xna| 0 是否有 xn a (n)
2 如果数列{xn}收敛 那么数列{xn}一定有界 发散的数列是否一定无界? 有界的数列是否收

敛?
3 数列的子数列如果发散 原数列是否发散? 数列的两个子数列收敛 但其极限不同 原数

列的收敛性如何?发散的数列的子数列都发散吗？

4．如何判断数列 1 1 1 1    (1)N1   是发散的？

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 4 周 课 次 第 3 次

章 节

名 称
§1.3 函数的极限

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

使学生理解函数极限的概念；理解函数左右极限的概念，以及函数极限存在与左、右

极限之间的关系。理解函数极限的性质

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：函数的定义及性质。

难点：函数极限的定义。

教学步骤及内容：

一、函数极限的定义

由上节知，数列是自变量取自然数时的函数， )(nfxn  ，因此，数列是函数的一种特殊情况。

对于函数，自变量的变化主要表现在两个方面：

（1）自变量 x任意接近于有限值 0x ，记为 0xx ，相应的函数值 )(xf 的变化情况。

（2）当自变量 x的绝对值 x 无限增大，记 x ，相应的函数值 )(xf 的变化情况。

1、自变量趋向有限值 0x 时函数的极限

自变量趋于有限值 0x 时的函数极限可理解为：当 0xx 时， Axf )( （ A为某常数），即当

0xx 时， )(xf 与 A无限地接近，或说 Axf )( 可任意小，亦即对于预先任意给定的正整数（不

论多么小），当 x与 0x 充分接近时，可使得 Axf )( 小于 。用数学的语言说，即

定义 1 设函数 )(xf 在点 0x 的某一去心邻域内有定义，如果存在常数 A，对 0 （不论它多么

小），总 0 ，使得对于适合不等式  00 xx 的一切 x 所对应的函数值 )(xf 满足：

 Axf )( ，就称常数 A为函数 )(xf 当 0xx 时的极限，记为

Axf
n




)(lim ，或 Axf )( （当 0xx 时）

注 1：“ x与 0x 充分接近”在定义中表现为： 0 ，有  00 xx ，即 ),( 0 


 xUx 。
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显然 越小， x与 0x 接近就越好，此 与数列极限中的N 所起的作用是一样的，它也依赖于 。一

般地， 越小， 相应地也小一些。

2：定义中 00 xx  表示 0xx  ，这说明当 0xx 时， )(xf 有无限与 )( 0xf 在 0x 点（是否

有）的定义无关（可以无定义，即使有定义，与 )( 0xf 值也无关）。

3：几何解释：对 0 ，作两条平行直线   AyAy , 。由定义，对此 0,  ，

当   00 xxx ，且 0xx  时，有   AxfA )( 。即函数 )(xfy  的图形夹在直线

  AyAy , 之间（ )( 0xf 可能除外）。换言之：当 ),( 0 


 xUx 时， ),()( AUxf  。从图

中也可见 不唯一！

4、定义的简单表述

Axf
xx




)(lim
0

0 0 当 0|xx0| 时 |f(x)A| 

四、 证明 CC
xx


 0

lim （C为一常数）

证明：由于 ，0)(  CCAxf 因此 0 ，可取任一正数 ， 当  00 xx 时，

 0)( CCAxf ，

所以 CC
xx


 0

lim 。

【例 2】证明 )0()(lim 0
0




abaxbax
xx

证明：对 0 ，要使得

 000 )()()( xxaxxabaxbax ，只须

a
xx 

 0 ， 所以取 0
a
 显然当  0xx 时，有  )()( 0 baxbax 。

【例 3】 证明
3
2

12
1lim 2

2

1





 xx
x

x
。

证明：对 0 ，因为 ,1a 所以

)12(3
1

3
2

12
1

3
2

12
1.01 2

2














x
x

x
x

xx
xx

[此处 1x ，即考虑 10 x 附近的情况，故不妨限制 x为 110  x ，即 20  x ，



《高等数学》教案

20

1x ]。因为
3

1
)12(3

1,112








x
x
xx ，要使 




3
2

12
1

2

2

xx
x

,只须




3
1x

，即 31 x 。取 }3,1min{   （从图形中解释），当  10 x 时，有





3
2

12
1

2

2

xx
x

。

【例 4】 证明 2
1
1lim

2

1





 x
x

x


分析 注意函数在 x1 是没有定义的 但这与函数在该点是否有极限并无关系

当 x1 时 |f(x)A| |2
1
1|

2






x
x

|x1|  0 要使|f(x)A|  只要|x1| 

证明 因为0 当 0|x1|时 有| f(x)A| |2
1
1|

2






x
x

|x1|

所以 2
1
1lim

2

1





 x
x

x


在函数极限的定义中， x是既从 0x 的左边（即从小于 0x 的方向）趋于 0x ，也从 0x 的右边（即

从大于 0x 的方向）趋于 0x 。但有时只能或需要 x从 0x 的某一侧趋于 0x 的极限。如分段函数及在区间

的端点处等等。这样，就有必要引进单侧极限的定义：

定义 2 对 0 ， 0 ，当 00 xxx  时，[当  00 xxx 时]，有  Axf )( .

这时就称 A为 )(xf 当 0xx 时的左[右]极限，记为 Axf
xx




)(lim
00

或 Axf  )0( 。

[ Axf
xx




)(lim
00

或 Axf  )0( 0 ]。

定理 1： AxfxfAxf
xxxxxx




)(lim)(lim)(lim
00 000

。

【例 5】 1)sgn(lim,1)sgn(lim
0000




xx
xx

，因为 11  ，所以 )sgn(lim
0

x
x

不存在。

【例 6】设








012
01

)(
xx
x

xf ，求 )(lim
0

xf
x

。

解：显然 11lim)(lim
0000


 xx
xf

1)12(lim)(lim
0000




xxf
xx

因为 1)(lim)(lim
0000




xfxf
xx

，所以 1)(lim
0




xf
x

。

2、自变量趋向无穷大时函数的极限



《高等数学》教案

21

定义 3 设 )(xf 当 )0(  aax 时是有定义的，如果存在常数 A，对 )(,0 aX  ，当

Xx  时，有  Axf )( ，就称 A为 )(xf 当 x 时的极限，记为 Axf
x




)(lim 或 Axf )(

（当 x 时）。

注 1：设 )(xf 在 ]),((),,[ ba  上有定义，若对 0,0  X ，当 )( XxXx  时，

有  Axf )( ，就称 A 为 )(xf 当 )(  xx 时的极限，记为 Axf
x




)(lim ，或

Axf )( （当 x ）（ Axf
x




)(lim ，或 Axf )( （当 x ））。

2： AxfxfAxf
xxx




)(lim)(lim)(lim 。

3：若 Axf
x




)(lim ，就称 Ay  为 )(xfy  的图形的水平渐近线（若 Axf
x




)(lim 或

Axf
x




)(lim ，有类似的渐近线）。

【例 7】 证明 0sinlim 
 x

x
x

。

证明：对 0 ，因为
xx

x
x
x 1sin0sin

 ，所以要使得  0sin
x
x

，只须


 11
 x

x
，

故取

1

X ，所以当 Xx  时，有  0sin
x
x

，所以 0sinlim 
 x

x
x

。（即 0y 是它的水平渐近

线）

【例 8】 证明 01lim 
 xx



分析
||

1|01||)(|
xx

Axf   0 要使|f(x)A|  只要

1|| x 

证明 因为0  01



X  当|x|X时 有 

||
1|01||)(|
xx

Axf 

所以 01lim 
 xx



直线 y0 是函数
x

y 1
 的水平渐近线

二、函数极限的性质

定理 1 （唯一性）如果   


xf
xx 0

lim 则极限唯一。

定理 2（局部有界性）如果   


xf
xx 0

lim ，那么存在常数 00  和 ，使得当  00 xx

时，有   xf 。
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证   


xf
xx 0

lim 1 取 0 当  00 xx

  1xf

进而        1xfxfxf

取  1 ，当  00 xx   xf

定理 3（局部保号性）如果   


xf
xx 0

lim 且  00  或 ，那么存在常数 0 ，使得当

 00 xx 时，有     00  xfxf 或 。

证 0   


xf
xx 0

lim

2


 取 0 当  00 xx 有  
2


xf

  0
22






xf ，同理可证 0 的情形

定理3 如果   


xf
xx 0

lim  0 ，那么就存在着 0x 的某一去心邻域  0xU


当  0xUx


 时，

就有  
2


xf 。

推论 如果在 0x 的某一去心邻域内     00  xfxf 或 , 而且   


xf
xx 0

lim ，那么

）（或 00  。

定理 4(函数极限与数列极限的关系)如果极限  xf
xx 0

lim


存在,  nx 为函数  xf 的定义域内任一

收 敛 于 0x 的 数 列 , 且 满 足 :   Nnxxn 0 , 那 么 相 应 的 函 数 列   nxf 必 收 敛 , 且

   xfxf
xxnx 0

limlim


 。

证 设   


xf
xx 0

lim 0,0   当  00 xx

  xf

0lim xxnx



又 对 0 , 当 n 有  0xxn

  Nnxxn 0 时，当  n  00 xxn ，   nxf

即   
 nxx

xf
0

lim 。
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复习思考题、作业题：

1；2.（1）、（3）、（5）；

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 5 周 课 次 第 5 次

章 节

名 称
§1. 4 无穷小与无穷大

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

教学目标：掌握无穷小与无穷大的概念，性质及其它们之间的关系。

德育目标：李白的“孤帆远影碧空尽”体会极限为零的变量。了解跨学科知识，让学

生理解诗人李白的深刻情谊。

教 学

方 法
启发式教学

教 学

重 点

难 点

重点：无穷小与无穷大的概念及其性质。

难点：利用无穷小与无穷大概念及其性质求函数的极限。

教学步骤及内容：

五、无穷小

1、 定义 如果函数  xf 当   xxx 或0 时的极限为零,那么称函数

 xf 为当   xxx 或0 时的无穷小。

例如： ;0sinlim
0




x
x

;01lim 
 xx

;0)1(lim 


 n

n

x

注
1 无穷小不是很小很小的数,也不是零

2 数零是可作为无穷小的唯一的数，但无穷小不一定都是零。

3 无穷小是与自变量的某个变化过程相联系的。

2、 无穷小与函数极限的关系

Th1 在自变量的同一变化过程中   xxx 或0 中,函数  xf 具有极限的充分必要条件是

  xf , 其中 是无穷小。

证”  ” （必要性）   


xf
xx 0

lim

0,0   当  00 xx 有   xf

令    xf 则  是 00lim
0

xx
xx






 


 时的无穷小
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且   xf

” ”（充分性）设   xf ， 0lim
0





xx

，由此得    xf

由 是 0xx 时的无穷小定义，有

0,0   当  00 xx 有  

即   xf

  


xf
xx 0

lim ，同理可证 x 时的情形

3、无穷小的性质

性质 1 有限个无穷小的代数和仍为无穷小。

证 设 0lim
0





xx

， 0lim
0





xx

。记  

,0 对 0
2



， 01  ， 100  xx

2
 

02  200  xx
2
 

取  21 ,min   当  00 xx 时

 
22

  0lim
0





xx

注意：无穷多个无穷小的代数和不一定是无穷小。

性质 2 有界函数与无穷小的乘积是无穷小。

证 设u为有界函数，则对一切的 x，有 u ；设  是 0xx 时的无穷小，即对 0





，

0 当  00 xx 时有



 成立。从而

 

 uu

0lim
0




u
xx

推论 1 常数与无穷小的乘积是无穷小；

推论 2 有极限的函数与无穷小的乘积是无穷小；

推论 3 有限个无穷的乘积是无穷小；

例 1 计算 0sinlim 
 x

x
x

。（解： 01lim 
 xx

， 1sin x 0sinlim 
 x

x
x

）
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二. 无穷大

定义 2 设函数  xf 在点 0x 的某一处去心邻域内有定义(或 x 大于某一正数时有定义),如果对于

任意给定的正数 (不论它多么大), 总存在正数 (或正数 X),只要适合不等式  00 xx (或

x ),对应的函数值  xf 总满足：   xf ，则称函数  xf 为当   xxx 或0 时的无穷

大。记作：   


xf
xx 0

lim （或   


xf
x
lim ）。

将定义中   xf 换成   xf 或   xf 得到：

  


xf
xx 0

lim 或   


xf
xx 0

lim 。

注: 1 无穷大一定是无界变量，但无界变量不一定是无穷大。

2 无穷大不是很大的数，而是具有非正常极限的变量。

例 2 证明 
 1
1lim

1 xx

证 ：对 0 要使 
1
1
x

，只要



11x ，

取



1 ，于是当  10 x ，总有 

1
1
x

。





 1

1lim
1 xx

。

直线 1x 是函数
1

1



x

y 的图形的铅直渐近线。

一般地，若   


xf
xx 0

lim ，则称直线 0xx  是函数 )(xfy  的图形的铅直渐近线。

无穷大与无穷小之间的的关系：

Th2 在自变量的同一变化过程中,如果  xf 为无穷大,则  xf
1

为无穷小; 反之如果  xf 为无穷

小,且   0xf ,则  xf
1

为无穷大。

证：以 0xx 为例。设   


xf
xx 0

lim 。

0 ，由无穷大的定义，对 01



M ， 0 ，当  00 xx
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时，有  

1

xf ， 即   
xf

1
  01lim

0


 xfxx

反之，设     00lim
0




xfxf
xx

且

0 ，根据无穷小的定义，对于 01



 ，总 0

当  00 xx 时有：  



1xf 。

由于  00 xx ，   0xf ，从而   
xf

1
。

即   
 xfxx

1lim
0

。类似可证 x 时的情形。

复习思考题、作业题：

4；6；8

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 7 周 课 次 第 6 次

章 节

名 称
§1. 5 极限运算法则

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

教学目标：使学生掌握极限的四则运算法则，并会利用它们求极限。

德育目标：通过对极限运算法则适用范围的分析，培养学生深刻体会数学的科学性和

严谨性。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：极限的四则运算法则。

难点：有理函数极限的计算。

教学步骤及内容：

由极限定义来求极限是不可取的，也是不行的，因此需寻求一些方法来求极限。为叙述方便，

用 lim 代表
0

lim
xx
或

x
lim 。

定理 1 若   xflim ，   xglim ，那么

 1           xgxfxgxf limlimlim ；

 2           xgxfxgxf limlimlim ；

 3 若又有 0 则
 
 

 
  




xg
xf

xg
xf

lim
limlim

证  1   xflim ，   xglim ，由 1.3 的 TH1 可得

  xf ， 0lim  ；   xg ， 0lim  。

             xgxf

        xgxfxgxf limlimlim  。

（2）因为 BxgAxf  )(lim,)(lim ， ,)(  Axf

,)(  Bxg （  , 均为无穷小）

)())(()()(   BAABBAxgxf ，记
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  BA ，  为无穷小， ABxgxf  )()(lim 。

（3）由 BxgAxf  )(lim,)(lim ，有

,)(  Axf ,)(  Bxg （  , 均为无穷小）

令
 
  




xg
xf ，则 )(

)(
1 


 AB
BBB

A














其中  AB - 为无穷小，下证
)(

1
BB

在点 0x 的某一邻域内有界。

根据第三节定理 3，由于 0)(lim  Bxg ，存在点 0x 的某一去心邻域 )( 0xU


，当 )( 0xUx


 时，

2
)(

B
xg  ，从而

Bxg
2

)(
1

 ，于是

2
121

)(
11

)(
1

BBBxgBBB


 

所以
)(

1
BB

在点 0x 的去心邻域 )( 0xU


内有界。

所以 为无穷小，而
 
  





xg
xf

，由上节定理 1 可得

 
 

 
 xg
xf

xg
xf

lim
limlim 




 证毕

注
1  1 ，  2 可推广到有限多个。

推论 1： )(lim)](lim[ xfcxcf  （ c为常数）。

推论 2：
nn xfxf )]([lim)](lim[  （n为正整数）。

对于数列也有类似的定理

定理 2 设有数列{xn }和{yn } 如果 Axnn



lim  Bynn




lim  那么

(1) BAyx nnn



)(lim 

(2) BAyx nnn



)(lim 

(3)当 0ny (n1 2   )且 B0 时
B
A

y
x
n

n
n




lim 
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定理 3 如果    xx   ，而   ax lim ，   bx lim ，那么 ba  。

证 令      xxxf   ，则   0xf

      xxxf   limlim     0limlim  baxx 

ba 

【例 1】 ）142(lim 2

1



xx

x
。 ）（ 1

【例 2】求
35

1lim 2

3

  2 


 xx
x

x


解
)35(lim

)1(lim

35
1lim 2

2

3
2

2

3

  2 











 xx

x

xx
x

x

x
x

3limlim5lim

1limlim

22
2

2

2
3

2










xxx

xx
xx

x

325)lim(

1)lim(
2

2

3
2










x

x

x

x
3
7

3102
12

2

3



 

一般地，设 nn
nn axaxaxaxf  


1
1

10)(  为一多项式，当

)()(lim 001
1

0100
0

xfaxaxaxaxf nn
nn

xx
 




 。

对于有理函数 ,
)(
)()(
xQ
xPxF  其中 )(),( xQxP 均为多项式，

)(
)(lim)(lim

00 xQ
xPxF

xxxx 
 的求法如下：

1）若 0)( 0 xQ ，则 )(
)(
)(

)(
)(lim)(lim 0

0

0

00

xF
xQ
xP

xQ
xPxF

xxxx



；

2）若 0)( 0 xQ ，商的极限法则不能直接应用：

1 若 0)( 0 xP ，则 0
)(
)(

)(
)(lim

)(
1lim

0

0

00


 xP

xQ
xP
xQ

xF xxxx
，所以 


)(lim

0

xF
xx

；

2 若 0)( 0 xP ，则先约去公因子 0xx  ，再用上述方法求极限。

【例 3】求
23

12lim 21 


 xx
x

x
。

解：由于 ,0)23(lim 2

1



xx

x
但 ,01)12(lim

1



x

x
所以

0
12

23lim
2

1





 x
xx

x
，由无穷大与无穷小的关系可得原极限等于。

【例 4】求
357
243lim 23

23




 xx
xx

x

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解 先用 x3 去除分子及分母 然后取极限

7
3

357

243
lim

357
243lim

3

3
23

23












xx

xx
xx
xx

xx


【例 5】 求
52
123lim 23

2




 xx
xx

x


解 先用 x3 去除分子及分母 然后取极限

0
2
0

512

123
lim

52
123lim

3

32
23

2












xx

xxx
xx
xx

xx


【例 6】 求
123
52lim 2

23




 xx
xx

x


解 因为 0
52
123lim 23

2





 xx
xx

x
 所以 




 123
52lim 2

23

xx
xx

x


讨论 有理函数的极限 ?
    
    lim 1

10

1
10 








 m
mm

n
nn

x bxbxb
axaxa






























时当

时当

时当

mn
mn

mn
b
a

bxbxb
axaxa

n
nn

m
mm

x
0lim

0

0

1
10

1
10




其中 nmba ,,0,0 00  为自然数。

【例 7】已知 2)5(lim 2 


cbxaxx
x

，求 ba, 的值。

解：由于
cbxaxx
cbxaxxcbxaxx

xx 




 2

22
2

5
25lim)5(lim ）（

2
5

25
lim

2









x
c

x
ba

x
cbxa

x

））（

必有 025  a 且 2
5


 a
b

，解得 20,25  ba 。

定理 4 (复合函数的极限运算法则) 设函数 yf[g(x)]是由函数 yf(u)与函数 ug(x)复合而成 f[g(x)]
在点 x0的某去心邻域内有定义 若 g(x)u0(xx0) f(u)A(uu0) 且在 x0 的某去心邻域内 g(x)u0
则
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Aufxgf
uuxx




)(lim)]([lim
00



简要证明 设在{x|0|xx0|0}内 g(x)u0
要证 0 0 当 0|xx0| 时 有|f[g(x)]A| 
因为 f(u)A(uu0) 所以 0 0 当 0|uu0|时 有|f(u)A| 
又 g(x)u0(xx0) 所以对上述0 10 当 0|xx0|1时 有|g(x)u0|
取min{0 1} 则当 0|xx0|时 0<|g(x)u0| 从而

|f[g(x)]A||f(u)A| 

注

把定理中 0)(lim
0

uxg
xx




换成 


)(lim
0

xg
xx

或 


)(lim xg
x



而把 Auf
uu




)(lim
0

换成 Auf
u




)(lim 可类似结果

把定理中 g(x)u0(xx0)换成 g(x)(xx0)或 g(x)(x)
而把 f(u)A(uu0)换成 f(u)A(u)可类似结果

例如

【例 8 】 求
3
9lim

2

3 


 x
x

x


解
3
92





x
xy 是由 uy  与

3
92





x
xu 复合而成的

因为 6
3
9lim

2

3





 x
x

x
 所以 6lim

3
9lim

6

2

3






u

x
x

ux


复习思考题、作业题：

1、单号；2、（1）、（3）。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 8 周 课 次 第 7 次

章 节

名 称
§1. 6 极限存在准则 两个重要极限

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

教学目标：使学生掌握极限存在的两个准则，并会利用它们求极限。

德育目标：极限体现无限接近目标的过程，就如同我们的理想，不忘初心，砥砺前行，

无限接近，方得始终。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：极限存在准则以及利用两个重要极限求极限。

难点：利用两个重要极限求极限。

教学步骤及内容：

准则 I：如果数列 }{,}{,}{ nnn zyx 满足下列条件：

（1）从某项起，即存在 Nn 0 ，当 0nn  时， nnn zxy  ；

（2） azy nnnn



limlim

那么，数列 }{ nx 的极限存在，且 axnn



lim 。

证明： 因为 azy nnnn



limlim ，所以对 0,0 1  N ，当 1Nn  时，有  ayn ，即

  aya n ；又 2N ，当 2Nn  时，有  azn ，即   aza n ，又因为

nnn zxy  ，所以当 },,{ 210 NNnMaxNn  时，有   azxya nnn ，即有：

  axa n ，即  axn ，所以 axnn



lim 。

上述数列的极限也可以推广到函数的极限：

准则 I′如果函数 )(),(),( xhxgxf 满足下列条件：

（i）当 )(,( 0 MxrxUx  或）


时，有 )()()( xhxfxg  。

（ii）当 )(0  xxx 时，有 AxhAxg  )(,)( 。

那么当 )(0  xxx 时， )(xf 的极限存在，且等于 A。

准则 I 及准则 I 称为夹逼准则下面根据准则 I证明第一个重要极限： 1sinlim
0


 x

x
x

。
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证明 首先注意到 函数
x
xsin 对于一切 x0 都有定义 参看附图 图中的圆为单位圆 BCOA

DAOA 圆心角AOBx (0x
2
  ) 显然 sin xCB x


AB 

tan xAD 因为

SAOBS 扇形AOBSAOD 
所以

2
1 sin x

2
1 x

2
1 tan x

即 sin xxtan x

不等号各边都除以 sin x 就有
xx

x
cos

1
sin

1  

或 1sincos 
x
xx 

（因为
2

0 
 x ，所以上不等式不改变方向）;当 x改变符号时，

x
xx

sin
,cos 及 1 的值均不变，故

对满足
2

0 
 x 的一切 x ，有 1sincos 

x
xx 。

又 因为
2

1
4

21)
2

(sin21)cos1(1cos
22

2 xxxxx  ，

所以 1coslim1cos
2

1
0

2




xxx
x

而 1sinlim11limcoslim
000


 x

xx
xxx

，证毕。

【例 1】 求
x
x

x

tanlim
0



解
x
x

x

tanlim
0 xx

x
x cos

1sinlim
0




1
cos

1limsinlim
00


 xx

x
xx



【例 2】 求
20

cos1lim
x

x
x






解 20

cos1lim
x

x
x





2

2

02

2

0 )
2

(
2

sin
lim

2
12

sin2
lim x

x

x

x

xx 


2
11

2
1

2

2
sin

lim
2
1 2

2

0



















 x

x

x

【例 3】 1
tan

sinlim
tan
sinlim

)tan(
)sin(lim

tan
sinlim

000













 t
t

t
t

t
t

t
t

x
x

ttt

tx

x 




准则Ⅱ：单调有界数列必有极限。

如果数列 nx 满足：   nxxx 21 ，就称之为单调增加数列；若满足：

  nxxx 21 ，就称之为单调减少数列；同理亦有严格单增或单减，以上通称为单减
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数列和严格单减数列。

如果 M ，使得： ),2,1(  nMxn ，就称数列 nx 为有上界；若 M ，使得：

),2,1(  nMxn ，就称 }{ nx 有下界。

准则Ⅱ′：单调上升，且有上界的数列必有极限。

准则Ⅱ″: 单调下降，且有下界的数列必有极限。

注 1：由前已知，有界数列未必有极限，若加单调性，就有极限。

2：准则Ⅱ，Ⅱ′，Ⅱ″可推广到函数情形中去，在此不一一陈述了。

第二个重要极限： e
x

x

x



)11(lim

作为准则Ⅱ的一个应用，下面来证明极限
x

x x
)11(lim 



先考虑 x取正整数时的情形：
n

n n
)11(lim 


，下证数列

n

n
)11(  单调有界。

证法 1：对于 0 ab ，有不等式：
n

nn

bn
ab
ab )1(

11



 

，即：

)()1(11 abbnab nnn  
，即： ])1[(1 nbanba nn 

a) 现令
n

b
n

a 11,
1

11 


 ，显然 0 ab ，因为

1)1(11)1(  nnnban 将其代入，所以

nn

nn
)11()

1
11( 1 


 
，所以 })11{( n

n
 为单调数列。

b) 又令 1a ，
11 ,

2
b

n
 

1 1( 1) 1 ( )
2 2

n a nb n n      

所以
nn

nn
)

2
11(2

2
1)

2
11(1  n

n
2)

2
11(4  ，

即对 2, 4nn x  ， 又对任意
2 1 2 21 1(1 ) (1 ) 4

2 1 2 2
n n

n n
    

 

所以{
n

n
)11(  }是有界的。

证法 2 按牛顿二项公式

n
n

n nn
nnnn

n
nnn

n
nn

n
n

n
x 1

!
)1(    )1(    1

!3
)2)(1(1

!2
)1(1

!1
1)11( 32 










)11(    )21)(11(
!

1    )21)(11(
!3

1)11(
!2

111
n
n

nnnnnn


 
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)
1
11(    )

1
21)(

1
11(

!
1    )

1
21)(

1
11(

!3
1)

1
11(

!2
1111 

















 n

n
nnnnnn

xn

)
1

1(    )
1

21)(
1

11(
)!1(

1












n
n

nnn


比较 x n  x n1的展开式 可以看出除前两项外 x n的每一项都小于 x n1的对应项 并且 x n1还多了最

后一项 其值大于 0 因此

x n  x n1 
这就是说数列{xn}是单调的

这个数列同时还是有界的 因为 xn的展开式中各项括号内的数用较大的数 1 代替 得

3
2

13

2
11
2
11

1
2

1    
2
1

2
111

!
1    

!3
1

!2
111 112 






 n
n

nn n
x 

这表明数列{xn}是单调有界的

由 准 则 Ⅱ 或 Ⅱ ′ 知
n

x n
)11(lim 


存 在 ， 并 使 用 e 来 表 示 ， 即

590457182818284.2)11(lim 


e
n

n

x

注 1：关于此极限存在性的证明，书上有不同的方法，希望同学自己看！

2：我们可证明： e
nx

n

n

x

x



)11(lim)11(lim ，具体在此不证明了，利用变量代换还可以得

到这一极限的一般形式：

e
xh

xh

xh




)(

)(
)

)(
11(lim ； 或 exg xg

xg




)(/1

0)(
))(1(lim

3：指数函数
xey  及自然对数 xy ln 中的底就是这个常数 e。

【例 4】 求 x
x x

)11(lim 




解 令 tx 则 x时 t 于是

x
x x

)11(lim 


t
t t




 )11(lim
e

t
tt

1
)11(

1lim 







或 )1()11(lim)11(lim 
 

 x
x

x
x xx

11])11(lim[ 





 e
x

x
x



【例 5】
22222 ])

2

11(lim[])

2

11[(lim)21(lim e
xxx

x

x

x

x

x

x




【例 6】 ezx z

z

x
z

x
x







)1(lim)1(lim

1
1

0
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相应于准则Ⅱ，函数也有类似的准则，例如当  0xx 时有

准则：设函数 )(xf 在 0x 的某个左邻域内单调并且有界，则 )(xf 在 0x 的左极限 )( 0
xf 必定存

在。

柯西极限存在准则：数列 }{ nx 收敛的充分必要条件是：对于任意给定的整数 ，存在这样的正

整数 N ，使得当 NnNm  , 时，就有

 mn xx 。

练习：1、求
11lim(1 ) x

x x



 。

解：
1 1 11 1 1 1 1lim[(1 ) ] (1 ) [lim(1 ) ] lim(1 ) 1x x

x x x
e

x x x x e
    

  
        
 

2、求
2lim( )
3

x

x

x
x




。解：令
2 11
3

x
x u


 


，解得 3x u  ，所以

原式
3

3 31 1 1lim(1 ) lim(1 ) (1 )
x u

u u

u u
e

u u u

 


 
       。

3、 2 2 2 2 2 2      证明 数列 ， ， 的极限存在

 

 

2 2

2 2

2 2 2 2 2

 

  

     

      

          

1

n n+1 n

n+1 n n n

 证 1 先证有界性，当n=1时  x

假设n=R时 x ，当n=R时 x x

x x ，x 数列 x 有界

 
   

 

  

2

1

1 1

2

2

2 122 0
2 2

lim lim lim 2

2 2 0 2 1 0 2

n nn n
n n n n

n n n n

n n n n n nn n n

x xx xx x x x
x x x x

x x x x a x x

a a a a a a a



   

   
     

   

     

       

   

    =

      

        -    

单调性

数列 单调增加， ，

，

小结：极限的运算法则，极限存在的准则，两个重要极限。

复习思考题、作业题：

1、单号 2、双号 3、（1）、（3）（5）

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 8 周 课 次 第 8 次

章 节

名 称
§1.7 无穷小的比较

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

使学生掌握无穷小的比较方法，会用等价无穷小求极限。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：用等价无穷小求极限。难点：用等价无穷小求极限。

教学步骤及内容：

在第三讲中我们讨论了无穷小的和、差、积的情况，对于其商会出现不同的情况，例如：


















 



nm
nm

nm
b
a

b
a

x
xb
xa mn

xm

n

x
0limlim
0

0

0

0

0
0

0

0
（ 00 ,ba 为常数， nm, 为自然数）

可见对于 nm, 取不同数时，
nxa0 与

mxb0 趋于 0 的速度不一样，为此有必要对无穷小进行比较或分

类：

定义：设 与  为 x在同一变化过程中的两个无穷小，且 0  。

3） 若 0lim 



，就说  是比 高阶的无穷小，记为 )( o ；

4） 若 

lim ，，就说  是比 低阶的无穷小；

5） 若 0lim  C



，，就说  是比 同阶的无穷小；

6）  0 0 ,k c k k  


  如果 就说 是关于 的 阶无穷小；

7） 若 1lim 



，就说  与 是等价无穷小，记为  ~ 。

（i） 当 0x 时，
2x 是 x的高阶无穷小，即 )(2 xox  ；反之 x是 2x 的低阶无穷小；

2x 与 xcos1 是同阶无穷小； x与 xsin 是等价无穷小。
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注 1、高阶无穷小不具有等价代换性，即： )(),( 22 xoxxox  ，但

)()( xoxo  ，因为 )(o 不是一个量，而是高阶无穷小的记号；

2、显然等价无穷小是同阶无穷小的特殊情况 1c  ；

3、等价无穷小具有传递性：即  ~~,~  ；

4、未必任意两个无穷小量都可进行比较，例如：当 0x 时，
x

x 1sin 与
2x 既非同阶，又无高低

阶可比较，因为 20

1sin
lim

x
x

x

x
不存在；

5、用等价无穷小可以简化极限的运算，事实上，有：

定理 1  与 是等价无穷小的充分必要条件是 )( o .

证明：必要性  ~ ，则 01limlim 








，

充分性： )( o ，则 1)(limlim 







 o

。

定理 2：设   ~,~ ，若 lim 



存在，则 lim lim 

 




。

证：
' ' ' ' '

' ' ' ' 'lim lim( lim lim lim lim       
       
  )=

（ii） 求
0

1 coslim
sinx

x
x x


。

解：因为当 0x 时，
211 cos ~

2
x x ， xx ~sin ，

所以
2

20 0

1 cos 1/ 2 1lim lim
sin 2x x

x x
x x x 


  。

（iii） 求
xx
x

x 2
2arcsinlim 20 

；
 3 20 0

sin 1lim lim
3 33x x

x x
x x x x 

 
 

。

解：因为当 0x 时， xx 2~2arcsin ，

所以 原式 1
2
2

2
2lim

2
2lim

020








 xxx
x

xx
。

6、在目前，常用当 0x 时，等价无穷小有：

2

2
1~cos1,~arctan,~arcsin,~tan,~sin xxxxxxxxxx  ；等

7、用等价无穷小代换适用于乘、除，对于加、减须谨慎！

2

3 3 30 0 0

1
tan sin sin (1 cos ) 12lim lim lim

cos cos 2x x x

x xx x x x
x x x x x  

 
  
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复习思考题、作业题：

4

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 9 周 课 次 第 9 次

章 节

名 称
§1.8 函数的连续性与间断点

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

教学目标：使学生理解函数连续性的概念，会判断函数间断点的类型，了解连续函数

的性质和初等函数的连续性；并会应用函数的连续性求函数的极限。

德育目标：结合生活实例，基于连续与间断得到辩证关系，确定函数连续性的定义，

培养学生人文素养和辩证思维的同时，让学生深刻体会数学的科学性和严谨性，帮助

学生形成良好的学习习惯、思维严谨、工作求实的作风；培养学生持之以恒、坚持不

懈的品质精神。

教 学

方 法
启发式启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：分段函数在分界点处的连续性，应用函数的连续性求函数的极限。

难点：分段函数在分界点处的连续性以及闭区间连续函数的性质。

教学步骤及内容：

6、函数连续性的概念

连续性是函数的重要性态之一，在实际问题中普遍存在连续性问题，例如空气或水的流动，气

温的变化，国民收入的连续增长等。从图形上看，函数的图象是一条连绵不断曲线。这种现象反映

到数学的函数关系上，就是函数的连续性。

设函数 )(xfy  在 0x 的某邻域内有定义，当自变量由 0x 变到 x时，对应的函数值从 0( )f x 变

化到 ( )f x ，这时称 0x x 为自变量的增量， 0( ) ( )f x f x 为函数的增量，分别记为：

0x x x   （ x 可正、可负、也可为零，这些取决于 x与 0x 的大小）

0( ) ( )y f x f x   或 0 0( ) ( )y f x x f x     。

定义 1：设 )(xfy  在 0x 的某邻域内有定义，如果当自变量的增量 0x x x   趋向于零时，对

应的函数的增量 0 0( ) ( )y f x x f x     也趋向于零，即

y
x


 0

lim = 0)]()([lim 000



xfxxf

x
（1）

就称 )(xf 在点 0x 连续， 0x 称为函数 ( )f x 的连续点。

由于 0xxx  即 xxx  0 ，

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )y f x x f x f x f x       且 当 0x  时 0x x ， 所 以 （ 1 ） 可 以 写 为 ：
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0
0lim[ ( ) ( )] 0

x x
f x f x


  即

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 ，所以有

定义1：设函数 ( )f x 在 0x 的某邻域内有定义，若函数 ( )f x 当 0x x 时极限存在，且此极限

值就等于他在点 0x 处的函数值 0( )f x ，即 )()(lim 0
0

xfxf
xx




，就称函数 )(xfy  在 0x 点处连续。

定义1：设 )(xfy  在 0x 的某邻域内有定义，若对 0,0   ，当  0xx 时，有

 )()( 0xfxf ，就称 )(xf 在 0x 点连续。

注 1、 )(xf 在 0x 点连续，不仅要求 )(xf 在 0x 点有意义， )(lim
0

xf
xx

存在，而且要

)()(lim 0
0

xfxf
xx




，即极限值等于函数值。

定 义 2 若
0

0 0lim ( )= ( ) ( )
x x

f x f x f x

 
 ， 就 称 )(xf 在 0x 点 左 连 续 。 若

0
0 0lim ( ) ( ) ( )

x x
f x f x f x

 
  ，就称 )(xf 在 0x 点右连续。

易证， )(xf 在 0x 点连续 )(xf 在 0x 点既左连续，又右连续。

【例 1】证明函数

1sin , 0
( )

0 0

x x
f x x

x

  
 

    

        
在 0x 处是连续的。

证明：由于
0 0

1lim ( ) lim sin 0
x x

f x x
x 

  ，又 (0) 0f  得

0
lim ( ) 0 (0)
x

f x f


  ，所以 ( )f x 在点 0x 处是连续的。

下面给出区间内连续的定义：

定义 3 如果 )(xfy  在 , )a b（ 内每一点都连续，就称 )(xfy  在区间 , )a b（ 内连续；也称

)(xf 为区间 , )a b（ 内的连续函数；如果 )(xfy  在 , )a b（ 内连续，且在 x a 右连续，在 x b 左

连续，则称 )(xf 为闭区间 , ]a b[ 内的连续函数。

第四节我们证明任意多项式函数 ( )f x 有 )()(lim 0
0

xfxf
xx




，所以多项式函数在 ),(  上是

连续的；有理函数在分母不等于零的点处是连续的，即在定义域内是连续的。

【例 2】证明 siny x 在定义域 ),(  内是连续的。

证 明 任 取 0 ( , )x    ， 当 自 变 量 有 增 量 x 时 ， 对 应 的 函 数 的 增 量 为

sin( ) sin 2sin cos( )
2 2
x xy x x x x 

      
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由于 cos( ) 1
2
xx 

  ， sin
2 2
x x 
 ，于是

0 sin( ) sin 2 sin
2
xy x x x x

        

所以
0

lim 0
x

y
 

  ，即 siny x 在定义域 ),(  内是连续的。

类似可证 cosy x 在定义域 ),(  内是连续的。

练习：证明 xxf )( 在 0x 点连续。

二、函数的间断点

定义 4 设函数 )(xf 在 0x 的某一领域内有定义，如果 )(xf 在 0x 点不连续，就称 0x 为 )(xf 的

间断点，或不连续点。

间断点有下列三种情况：

（1） )(xf 在 0xx  没有定义；

（2）虽在 0xx  处 )(xf 有定义， )(lim
0

xf
xx

不存在；

（3）虽在 0xx  处 )(xf 有定义，且 )(lim
0

xf
xx

存在，但 )()(lim 00
xfxf

x



。

【例 1】 正切函数 ytan x在
2
 x 处没有定义 所以点

2
 x 是函数 tan x的间断点

因为 


x
x

tanlim
2


 故称
2
 x 为函数 tan x的无穷间断点

【例 2】 函数
x

y 1sin 在点 x0 没有定义 所以点 x0 是函数
x
1sin 的间断点。当 x0 时 函数

值在1 与1 之间变动无限多次 所以点 x0 称为函数
x
1sin 的振荡间断点

【例 3】 函数
1
12




x
xy 在 x1 没有定义 所以点 x1 是函数的间断点

因为
1
1lim

2

1 


 x
x

x
2)1(lim

1



x

x
 如果补充定义 令 x1 时 y2 则所给函数在 x1 成为连续 所以

x1 称为该函数的可去间断点

【例 4】 设函数









 1       

2
1

1       
)( x

xx
xfy 

因为 1lim)(lim
11



xxf

xx


2
1)1( f  )1()(lim

1
fxf

x



 所以 x1 是函数 f(x)的间断点 如果改变函数 f(x)

在 x1 处的定义令 f(1)1 则函数 f(x)在 x1 成为连续 所以 x1 也称为该函数的可去间断点
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【例 5】 设函数











0      1
0           0
0      1

)(
xx
x
xx

xf 

因为 1)1(lim)(lim
00


 
xxf

xx
 1)1(lim)(lim

00


 
xxf

xx


)(lim)(lim
00

xfxf
xx  

 

所以极限 )(lim
0

xf
x

不存在 x0 是函数 f(x)的间断点 因函数 f(x)的图形在 x0 处产生跳跃现象 我们称

x0 为函数 f(x)的跳跃间断点

根据以上例子，通常函数的间断点可分为两类：如果 )(xf 在间断点 0x 处的左右极限都存在，

就称 0x 为 )(xf 的第一类间断点，否则就称为第二类间断点。

第一类间断点又分为如下两种情况：

1）如果 )(xf 在点 0x 处的左、右极限都存在但不相等，即 )(lim)(lim
00 00

xfxf
xxxx 

 ，则称 0x

为 )(xf 的跳跃间断点；

2）如果 )(xf 在点 0x 处极限存在，但不等于该点处的函数值，即 )()(lim 0
0

xfAxf
xx




；或

者极限存在，但函数在该点处无定义，则称 0x 为 )(xf 的可去间断点。

例如：1.








Qx
Qx

xf
1
0

)( x 均为振荡间断点。（狄利克雷函数）

2、












或无理数1,00

1
)(

x
q
px

qxf 在有理点处不连续，在无理点处连续（黎曼函数）。

复习思考题、作业题：

2；3.（1）、（3）

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 9 周 课 次 第 10 次

章 节

名 称
§1.9 连续函数的运算与初等函数的连续性

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

使学生掌握连续函数的运算性质和初等函数的连续性；并会应用函数的连续性求函数

的极限。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：应用函数的连续性求函数的极限。

难点：应用函数的连续性求函数的极限。

教学步骤及内容：

一、连续函数的和、差、积、商的连续性

定理 1(连续函数的四则运算法则)：若 )(),( xgxf 均在 0x 连续，则 )()(),()( xgxfxgxf  及

)(
)(
xg
xf

（要求 0)( 0 xg ）都在 0x 连续。

利用极限的四则运算即可证明。

二、反函数和复合函数的连续性

定理 2（反函数的连续性）：如果 )(xfy  在区间 xI 上严格单调增加（或严格单调减少）且连续，

则其反函数 )(1 yfx  也在对应的区间 }),({ xy IxxfyyI  上严格单调增加（或严格单调

减少）且连续。

例 1 由于 ysin x在区间 ]2 ,2[  上单调增加且连续 所以它的反函数 yarcsin x 在区间[1 1]上

也是单调增加且连续的
同样yarccos x 在区间[1 1]上也是单调减少且连续 yarctan x 在区间( )内单调增加且

连续yarccot x 在区间( )内单调减少且连续
总之 反三角函数 arcsin x、arccos x、arctan x、arccot x在它们的定义域内都是连续的
定理 3 设函数 yf[g(x)]由函数 yf(u)与函数 ug(x)复合而成

gfDxU 


)( 0  若 0)lim
0

uxg
xx




 而函数 yf(u)在 0u 连续 则

)()(lim)][lim 0
00

ufufxgf
uuxx






简要证明 要证 0 0 当 0|xx0| 时 有|f[g(x)]f(u0)| 
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因为 f(u)在 0u 连续 所以 0 0 当|uu0| 时 有|f(u)f(u0)| 

又 g(x) u0(x x0)  所以对上述  0     0  当 0  |x  x0|   时  有 |g(x) u0|   从而

|f[g(x)]f(u0)| 

(2)定理的结论也可写成 )](lim[)]([lim
00

xgfxgf
xxxx 

  求复合函数 f[g(x)]的极限时 函数符号 f 与极

限号可以交换次序

)(lim)]([lim
00

ufxuf
uuxx 

 表明在定理 3 的条件下 如果作代换 ug(x)那么求 )]([lim
0

xgf
xx

就转化为求

)(lim
0

uf
uu

 这里 )(lim
0

0 xgu
xx

 

把定理 5 中的 xx0换成 x 可得类似的定理

例 2 求
9
3lim 23 


 x

x
x



解
9
3lim 23 


 x

x
x 9

3lim 23 


 x
x

x 6
1 

提示

9
3

2 



x
xy 是由 uy 与

9
3

2


x
xu 复合而成的

9
3lim 23 


 x

x
x 6

1  函数 uy 在点
6
1u 连续 g(x0)

定理 4 设函数 yf[g(x)]由函数 yf(u)与函数 ug(x)复合而成 U(x0)Df og 若函数 ug(x)在点 x0
连续 函数 yf(u)在点 u0g(x0)连续 则复合函数 yf[(x)]在点 x0也连续

证明 因为(x)在点 x0 连续 所以
0

lim
xx
(x)(x0)u0

又 yf(u)在点 uu0连续 所以
0

lim
xx
f[(x)]f(u0)f[(x0)]

这就证明了复合函数 f[(x)]在点 x0连续

例 3 讨论函数
x

y 1sin 的连续性

解 函数
x

y 1sin 是由 ysin u及
x

u 1 复合而成的 sin u当<u<时是连续的
x
1 当<x<0

和 0<x<时是连续的

根据定理 4 函数
x
1sin 在无限区间( 0)和(0 )内是连续的

三、初等函数的连续性

在基本初等函数中 我们已经证明了三角函数及反三角函数的它们的定义域内是连续的
我们指出 指数函数 ax (a>0 a 1)对于一切实数 x都有定义且在区间( )内是单调的和连续

的 它的值域为(0 )
由定理 4 对数函数 log ax (a>0 a 1)作为指数函数 ax的反函数在区间(0 )内单调且连续
幂函数 yx 的定义域随的值而异 但无论为何值 在区间(0 )内幂函数总是有定义的可以
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证明 在区间(0 )内幂函数是连续的 事实上 设 x>0 则 yx xaa log  因此 幂函数 x可看作是

由 yau ulogax 复合而成的 由此 根据定理 6 它在(0 )内是连续的如果对于取各种不同值加

以分别讨论 可以证明幂函数在它的定义域内是连续的
结论 基本初等函数在它们的定义域内都是连续的
最后 根据初等函数的定义 由基本初等函数的连续性以及本节有关定理可得下列重要结论一

切初等函数在其定义区间内都是连续的 所谓定义区间 就是包含在定义域内的区间
初等函数的连续性在求函数极限中的应用

如果 f(x)是初等函数 且 x0 是 f(x)的定义区间内的点则
0

lim
xx
f(x)f(x0)

例 4 求 2
0

1lim x
x






解 初等函数 f(x) 21 x 在点 00 x 是有定义 所以 111lim 2
0




x
x

例 5 求下列函数极限。

（1）
1
2

1lim ln arcsin ln arcsin ln
2 6x

x 


  ；

（2）
2 2

2 20 0 0

1 1lim lim lim 0
( 1 1) ( 1 1)x x x

x x x
x x x x  

 
  

   
 ；

（3）
1 1

0 0 0

log (1 ) 1lim lim log (1 ) log [lim(1 ) ] log
ln

a x x
a a ax x x

x x x e
x a  


      

（4）
0

1lim
x

x

a
x


.( 1, log (1 ), 0 0x

aa x t x      t令 t= 当 时 ,所以

10 0 0

1 1 1lim lim lim ln
log (1 ) log

log (1 )

x

x t t
a at

a

a t a
x t e

t
  


   




）

特别地 a e 时，
0

ln(1 )lim 1
x

x
x


 （由（3）可知），

0

1lim 1
x

x

e
x


 ，于是，当 0x 时，

ln(1 ) ; 1xx x e x     。

复习思考题、作业题：

求
x
x

x

sin2lim
0




下次课预习要点
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教 学

后 记
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授课时间 第 10 周 课 次 第 11 次

章 节

名 称
§1.10 闭区间上连续函数的性质

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

使学生了解连续函数的性质。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：最值定理、零点定理、介值定理。

难点：零点定理、介值定理。

教学步骤及内容：

一、有界性与最值定理

定义 1 ( )f x 在 I 上有定义，若有 0x I x I  使 都有

0 0( ) ( )( ( ) ( ))f x f x f x f x 或

则称 ( )f x 为函数 ( )f x 在区间 I 上的最大值（最小值）。

例如 函数 f(x)1sin x在区间[0 2]上有最大值 2 和最小值 0 又如 函数 f(x)sgn x 在区间(
)内有最大值 1和最小值1 在开区间(0 )内 sgn x的最大值和最小值都是 1 但函数 f(x)x在开

区间(a b)内既无最大值又无最小值
定理 1(有界性与最小值最大值定理)在闭区间上连续函数在该区间上有界且一定能取得它的最大

值和最小值。

定理 1 说明 如果函数 f(x)在闭区间[a b]上连续 那么至少有一点1[a b] 使 f(1)是 f(x)在[a b]
上的最大值 又至少有一点 2[a b] 使 f( 2)是 f(x)在[a b]上的最小值

注意：闭区间，连续函数，二者缺一不可。例如 tany x 在 ( , )
2 2
 

 内连续，它在 ( , )
2 2
 

 内

却无最大值与最小值。

二、零点定理与介值定理

零点 如果 x0 使 f(x0 )0 则 x0 称为函数 f(x)的零点

定理 2（零点定理）设函数 f(x)在闭区间上连续，且 ( ) ( )f a f b与 异号（即 ( ) ( ) 0f a f b  ），

那么在开区间（a,b）内至少有一点 ( ) 0f  使 。

定理 3(介值定理) 设函数 ( )f x 在闭区间[a,b]上连续，且在这区间的端点取不同的函数值
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( ) ( )f a A f b B  ,那么对于 A 与 B 之间的任意一个数 C，在开区间（a,b）内至少有一点

( ) ( )f c a b    使 。

证：设 ( ) ( )x f x c A C B    不妨设

① ( ) , ]x a b 在[ 上连续

② ( ) ( ) 0 ( ) 0a f a c A C b C B C         

至少存在一点 ( , ) ( ) 0 ( ) ( )a b f f C       使 又

( ) ( )f C a b   即得

推论 在闭区间上连续函数必取得最大值与最小值之间的任何值。

【例 1】 证明方程 x 34x 210 在区间（0 1）内至少有一个根

证 设 f(x)= x3-4x2+1

① ( ) ,1]f x 在[0 上连续 ； (0) 1 0 (1) 2 0f f    

 (0,1) ( ) 0f   至少 使 ，即
3 24 1 0   

x3-4x2+1=0 在（1，0）内至少有一根

【例 2】证明方程 4 2xx  在
1(0, )
2

内至少有一根。

证明： 设 ( ) 4 2 xf x x  ，显然 )(xf 在
1(0, )
2

上连续，且

在
1(0) 1 0, ( ) 2 2 0
2

f f      ,所以由零点定理，至少存在一点 ( ) 0f  使 ，即 4 2  。

三、一致连续性（自学 P72)

练习：

1、证明方程 x=asinx+b(a>0,b>0)至少有一个不超过 a+b 的正根

证 设 f(x)=x-asinx-b

<1> ( )f x 在[0，a+b]上连续

<2> (0) ( ) sin( ) [1 sin( )] 0f b f a b a b a a b b a a b           
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( ) 0 sin
( ) 0 (0) ( ) 0

(0, ) ( ) 0
sin 0

sin

f a b a b x a x b
f a b f f a b

a b f
a b

x a x b

 
 



    

   

  
  

  

若 则 为 的一正根

若

则至少存在一点 使

即

为 的一正根

2 1

1 2

( ) [ , ] , )
( ) ( ) ( )( )

n n

n

f x a b x x x x x
f x f x f xf

n
 



 





2 若设 在 上连续,a< < <b,则( 内至少

有一点 使

1

1 2

1 2

1 2

1

1 2

( ) [ ] ,
( ) , ( ) , , ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( , )
( ) ( ) ( )( )

n

n

f x x x m
m f x m f x m f xn
nm f x f x f xn n
f x f x f xnm n

n
x x

f x f x f xnf
n







     

     

  
  

 

  









证 设 在 上最大值为 最小值为

则

至少存在一点 使

证毕

思考题：若 ( )f x 在 0x 连续，则 | ( ) |f x 、
2 ( )f x 在 0x 是否连续？又若 | ( ) |f x 、

2 ( )f x 在 0x 连续， ( )f x

在 0x 是否连续？

解：反之不成立，例如
1, 0

( )
1, 0

x
f x

x
 

  
。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 11 周 课 次 第 13 次

章 节

名 称
§2.1 导数的概念

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

教学目标：使学生掌握导数定义的两种形式；左、右导数的概念掌握导数几何意义,

会求曲线的切线方程; 理解函数的可导性与连续性之间的关系。

德育目标：1.微积分的发展历史曲折跌宕，撼人心灵，可以培养学生正确世界观、科

学方法论和对学生进行文化熏陶。

2.播放巴黎奥运会 10 米跳台视频片段，在高台跳水运动中，运动员相对水面的高度

与起跳后的时间存在函数关系，利用导数可得出瞬时速度。让学生为中国健儿加油，

增强民族自豪感。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：导数的定义

难点：导数的定义以及可导性与连续性之间的关系

教学步骤及内容：

一、导数的概念

1、引例。为了给出导数的概念，我们先看下面两个问题。

1）变速直线运动的瞬时速度问题：

一质点作直线运动，位移和时间 t 的关系为 )(tss  ，求时刻 0t t 的速度。

若质点作匀速直线运动，在 t 时间内走过的路程为 s ，速度为 /v s t   ；

若质点作变速直线运动，设在 0t 时刻质点的位置为 0( )s t ， 0t t  时刻质点的位置为 0( )s t t  ，

则在 t 时间内走过的路程为：

0 0( ) ( )s s t t s t    

从而质点在 t 时间内平均速度： 0 0( ) ( )s t t s ts
t t

  


 

特别地，当 0t  时， 0 0( ) ( )s t t s t
t

  


常数 v，那么 v必为 0t 点的瞬时速度，此时，

0 0

0

( ) ( )lim
t

s t t s tv
t 

  



2）切线问题

圆的切线可定义为“与曲线只有一个交点的直线”。但是对于其它曲线，用“与曲线只有一个交

点的直线”作为切线的定义就不一定合适。例如，对于抛物线
2xy  ，在原点O处两个坐标轴都符

合上述定义，但实际上只有 x轴是该抛物线在点O处的切线。下面给出切线的定义。

设有曲线C及C上的一点M （图 2-1），在点M 外另取C上一点 N ，作割线MN 。当点 N 沿曲线
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③

C趋于点M 时，如果割线MN 绕点M 旋转而趋于极限位置MT ,直线MT 就称为曲线C在点M 处

的切线。这里极限位置的含义是：只要弦长 MN 趋于零， NMT 也趋于零。

现在就曲线C为函数  xfy  的图形的情形来讨论切线问题。设  00 yxM ， 是曲线C上的一

个点（图 2-2），则  00 xfy  。根据上述定义要定出曲线C在点M 处的切线，只要定出切线的斜

率就行了。为此，在点M 外另取C上的一点  yxN ， ，于是割线MN的斜率为

   
0

0

0

0tan
xx
xfxf

xx
yy








 ，

其中 为割线MN 的倾角。当点 N 沿曲线C趋于点M 时， 0xx 。如果当 0xx 时，上式的极

限存在，设为 k ,即

   
0

0

0

lim
xx
xfxf

k
xx 






存在，则此极限 k是割线斜率的极限，也就是切线的斜率。这里 tank ，其中是切线MT 的倾

角。于是，通过点   00 xfxM ， 且以 k为斜率的直线MT 便是曲线C在点M 处的切线。事实上，

由  NMT 以及 0xx 时   ，可见 0xx 时（这时 0MN ）， 0NMT 。因

此直线MT 确为曲线C在点M 处的切线。

我们撇开这些量的具体意义，抓住它们在数量关系上的共性给出导数的概念。

2、定义 设函数  xfy  在点 0x 的某个邻域内有定义，当自变量 x在 0x 处取得增量 x （点

xx 0 仍在该邻域内）时，相应地函数 y取得增量    00 xfxxfy  ；如果 y 与 x 之比

当 0x 时的极限存在，则称函数  xfy  在点 0x 处可导，并称这个极限为函数  xfy  在点 0x

处的导数，记为
0xx

y


 ，即

   
x

xfxxf
x
yy

xxxx 









00

00
limlim

0
，

图 2-1 图 2-2
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也可记作  0xf  ，

0xxdx
dy



或
 

0xxdx
xdf



。

函数  xf 在点 0x 处可导有时也说成  xf 在点 0x 具有导数或导数存在。

注 1、导数的常见形式还有：

0

0
0

)()(
lim)(

0 xx
xfxf

xf
xx 





；

h
xfhxf

xf
h

)()(
lim)( 00

00





；

2、
x
y




反映的是曲线在 ],[ 0 xx 上的平均变化率，而
0

)( xxdx
dyxf  是在点 0x 的变化率，它反映

了函数 )(xfy  随 0xx 而变化的快慢程度。

3、这里
0xxdx

dy
 与

0xxdx
df

 中的
dx
dy

与
dx
df

是一个整体记号，而不能视为分子 dy或 df 与分母 dx，

待到后面再讨论。

4、若极限
x
y

x 


 0
lim 即

0

0 )()(
lim

0 xx
xfxf

xx 



不存在，就称 )(xfy  在 0xx  点不可导。特别地，若





 x
y

x 0
lim ，也可称 )(xfy  在 0xx  的导数为，因为此时 )(xfy  在 0x 点的切线存在，它

是垂直于 x轴的直线 0xx  。

5、 )(xfy  在 0xx  的导数 )( 0xf  就是导函数 )(xfy  在 0xx  点的值，不要认为是

])([ 0 xf 。

左导数： 0 0
0

0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x

 

   


右导数： 0 0
0

0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x

 

   


)(xf 在 0xx  点 可 导  )(xf 在 0xx  点 的 左 、 右 导 数 均 存 在 且 相 等 ， 即

)()( 00 xfxf 
 。

若 )(xfy  在开区间 I 内的每一点处均可导，就称 )(xfy  在 I 内可导，且对 Ix ，均有

一导数值 )(xf  ，这时就构造了一新的函数，称之为 )(xfy  在 I 内的导函数，记为 )(xfy  ，或

y，
dx
dy

，
dx
xdf )(

等。

事实上，
x

xfxxfy
x 






)()(lim
0

或
h

xfhxfy
h

)()(lim
0





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如果函数 ( )f x 在开区间 ( , )a b 内可导，且 ( )f a


及 ( )f b


都存在，就说 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上

可导。

【例1】 求 y c (c为常数)的导数

解
0 0

( ) ( )lim lim 0
x x

f x x f x c cy
x x   

      
 

∴ 0' c (常数的导数等于零)

【例2】求函数
nxxf )( 在 x a 的导数。

解
( ) ( )( ) lim lim

n n

x a x a

f x f a x af a
x a x a 

   
 

1 2 1 1lim( )n n n n

x a
x ax a na   


    

把上面结果中 a换成 x，得：   1'  nn nxx

一般地
xy  ，   1'   xx 。例如

x
x

2
1)'(  ， 2

1)'1(
xx

 。

【例3】求
xaxf )( （a>0,a不等于1）导数。

解
0 0 0

( ) ( ) 1( ) lim lim lim
x h x h

x

h h h

f x h f x a a af x a
h h h



  

      

令 1ht a  ， log (1 )ah t  ，且当 0h 时， 0t 。由此

10 0

1 1 1lim lim lim ln
log (1 ) log

log (1 )

h

h o t t
a at

a

a t a
h t e

t
  


   




所以  '
lnx xa a a  'x xe e 。

【例4】求 ( ) sin( )f x x 的函数

解
0 0

( ) ( ) sin( ) sin( )( ) lim lim
x x

f x x f x x x xf x
x x   

       
 

0 0

2sin cos( ) sin
2 2 2lim lim cos( ) cos

2
2

x x

x x xx xx xxx   

  
 

   


(sin ) ' cos (cos ) ' sinx x x x   

二、导数的几何意义
)(xfy 

P

Q

dxx 

y

dy

x
ym




sec

dx
dym tan

)(xf

)( xxf 

y
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0 0
'( ) lim

x

yf x
x 





= lim tan tan
 

 




0'( )f x 表示曲线 ( )y f x 在点M（ 0x ， 0( )f x ）处的切线的斜率。

切线方程 0 0 0'( )( )y y f x x x  

法线方程 0 0
0

1 ( )
'( )

y y x x
f x

   

如果 )( 0xf  =0，法线方程为 0xx  。

【例 5】 求等边双曲线
x

y 1 在点 )2  ,
2
1( 处的切线的斜率 并写出在该点处的切线方程和法线方程

解 2
1
x

y   所求切线及法线的斜率分别为

4)1(
2
121  xx

k 
4
11

1
2 

k
k 

所求切线方程为 )
2
1(42  xy  即 4xy40

所求法线方程为 )
2
1(

4
12  xy  即 2x8y150

【例 6】 求曲线 xxy 的通过点(0 4)的切线方程

解 设切点的横坐标为 x0 则切线的斜率为

02
1

2
3

0 2
3

2
3)()(

0
xxxxf

xx





于是所求切线的方程可设为

)(
2
3

0000 xxxxxy  

根据题目要求 点(0 4)在切线上 因此

)0(
2
34 0000 xxxx  

解之得 x04 于是所求切线的方程为

)4(4
2
344  xy  即 3xy40

三、函数的可导性与连续性之间的关系
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定理 如果函数 )(xfy  在 0xx  点可导，那么在该点必连续。

证明：由条件知： )(lim 00
xf

x
y

x






是存在的，其中 0 ,x x x   ， 0( ) ( )y f x f x   ，由具

有极限的函数与无穷小的关系，得

0( )y f x
x

  


（ 为无穷小） xxxfy  )( 0

显然当 0x 时，有 0y ，函数 )(xfy  在 0xx  点连续，证毕。

本定理的逆定理不成立，即连续未必可导。例如

（1）函数 3)( xxf  在区间(, )内连续 但在点 x0 处不可导 这是因为函数在点 x0 处导数

为无穷大

h
fhf

h

)0()0(lim
0





 h

h
h

0lim
3

0


（2） xy  在 0x 点连续，但不可导。

00
(0) 0 lim( ) 0 lim ( ) 0 0

xx
f x f x x

 
     解 连续；

0 0

( ) (0) 0lim lim 1
0x x

f x f x
x x  

  
  


又 ，

0 0

( ) (0)lim lim 1
0x x

f x f x
x x  


 


' (0) ( ) 0f f x x 不存在 在 不可导

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 11 周 课 次 第 14 次

章 节

名 称
§2.2 导数的求导法则

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

使学生掌握函数的和、差、积、商的求导法则，反函数的导数法则、复合函数的求导

法则；熟练掌握初等函数的求导公式。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：初等函数的求导公式、复合函数的求导法则。

难点：复合函数的求导法则。

一、函数求导的四则运算法则

准则 1：若函数 )(xu 和 )(xv 在点 0x 都可导，则 )()()( xvxuxf  在 0x 点也可导，且

)()()( 000 xvxuxf  。

证明：
0

00

0

0 )]()([)]()([
lim

)()(
lim

00 xx
xvxuxvxu

xx
xfxf

xxxx 








=
0

0

0

0 )()(
lim

)()(
lim

00 xx
xvxv

xx
xuxu

xxxx 







= )()( 00 xvxu 

所以 )()()( 000 xvxuxf  。

注 1：本定理可推广到有限个可导函数上去。

2：本定理的结论也常简记为 vuvu  )( 。

【例1】 3 23 5 3 7y x x x    求 'y

法则 2：若 )(xu 和 )(xv 在 0xx  点可导，则 )()()( xvxuxf  在 0x 点可导，且有

)()()()()( 00000  xvxuxvxuxf 。

证明：
0

00

0

0 )()()()(
lim

)()(
lim

00 xx
xvxuxvxu

xx
xfxf

xxxx 








=
0

0000 )()()()()()()()(
lim

0 xx
xvxuxvxuxvxuxvxu

xx 



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=
0

0
0

0

0 )()(
)(lim)(

)()(
lim

00 xx
xvxv

xuxv
xx
xuxu

xxxx 








=
0

0
0

0

0 )()(
lim)()(lim

)()(
lim

000 xx
xvxv

xuxv
xx
xuxu

xxxxxx 








= )()()()( 0000 xvxuxvxu 

即 )()()()()( 00000 xvxuxvxuxf  。

注 1：若取 cxv )( 为常数，则有： uccu )( ；

2：本定理可推广到有限个可导函数的乘积上去，例如：

wucwvuvwuuvw )(

【例 2】 (sin cos ) 'xy e x x y  求

法则 3：若 )(),( xvxu 都在 0xx  点可导，且 0)( 0 xv ，则
)(
)()(
xv
xuxf  在 0x 点也可导，且

)(
)()()()(

)(
0

2
0000

0 xv
xvxuxvxu

xf


 。

证明：
)()()(

)()()()(
lim

)(
)(

)(
)(

lim
)()(

lim
00

00

0

0

0

0

0

000 xvxvxx
xvxuxvxu

xx
xv
xu

xv
xu

xx
xfxf

xxxxxx 













= ]
)()(

1)()(
)(

)(
1)()(

[lim
00

0
0

0

0

0 xvxvxx
xvxv

xu
xvxx

xuxu
xx 









=
)(

1)()(
)(

1)(
0

200
0

0 xv
xvxu

xv
xu 

=
)(

)()()()(

0
2

0000

xv
xvxuxvxu 

即
)(

)()()()(
)(

0
2

0000
0 xv

xvxuxvxu
xf




注 1：本定理也可通过
)(

1)()(
xv

xuxf  ，及 ]
)(

1[
xv

的求导公式来得；

2：本公式简化为 2)(
v

vuvu
v
u 

 ；
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3：以上定理 1~3 中的 0x ，若视为任意，并用 x代替，使得函数的和、差、积、商的求导函数

公式。

【例 3】 tan 'y x y 求

解
2

2
2 2

sin cos sin (cos ) 1' (tan ) ' ( ) ' sec
cos cos cos

x x x xy x x
x x x


    

(tan ) 'x = 2sec x 2(cot ) ' cscx x 

【例 4】 sec 'y x y 求

解 2

1 sin' (sec ) ' ( ) ' tan sec
cos cos

xy x x x
x x

   

(sec ) ' tan secx x x (csc ) ' cot cscx x x 

二、反函数的导数法则

定理 2 如果函数 xf(y)在某区间 Iy 内单调、可导且 f (y)0 那么它的反函数

yf 1(x)在对应区间 Ix{x|xf(y) yIy}内也可导 并且

)(
1])([ 1
yf

xf


  或

dy
dxdx

dy 1 

证明 由于 xf(y)在 I y内单调、可导(从而连续) 所以 xf(y)的反函数 yf 1(x)存在
且 f 1(x)在 I x内也单调、连续

任取 x I x 给 x以增量x(x0 xxI x) 由 yf 1(x)的单调性可知

yf 1(xx)f 1(x)0

于是

y
xx

y






 1  因为 yf 1(x)连续 故 0lim

0



y

x
，从而

)(
11limlim])([

00
1

yf
y
xx

yxf
yx 











 

上述结论可简单地说成 反函数的导数等于直接函数导数的倒数

例 5．设 xsin y ]
2
   ,

2
 [ y 为直接函数 则 yarcsin x是它的反函数 函数 xsin y在开区间

)
2
   ,

2
 (  内单调、可导 且

(sin y)cos y0
因此 由反函数的求导法则 在对应区间 I x(1 1)内有

22 1
1

sin1
1

cos
1

)(sin
1)(arcsin

xyyy
x








 

类似地有
21

1)(arccos
x

x


 
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例 6．设 xtan y )
2
   ,

2
 ( y 为直接函数 则 yarctan x是它的反函数 函数 xtan y在区间

)
2
   ,

2
 (  内单调、可导 且

(tan y)sec2 y0
因此 由反函数的求导法则 在对应区间 I x( )内有

222 1
1

tan1
1

sec
1

)(tan
1)(arctan

xyyy
x








 

类似地有 21
1)cotarc(
x

x


 

例 7 设 xa y(a0 a 1)为直接函数 则 yloga x是它的反函数 函数 xa y在区间 I y( )内单

调、可导 且
(a y)a y ln a 0

因此 由反函数的求导法则 在对应区间 I x(0 )内有

axaaa
x yya ln

1
ln
1

)(
1)(log 


 

到目前为止 所基本初等函数的导数我们都求出来了 那么由基本初等函数构成的较复杂的初

等函数的导数如可求呢？如函数 lntan x 、 3xe 、的导数怎样求？

三、复合函数的求导法则

定理 3 如果 ug(x)在点 x可导 函数 yf(u)在点 ug(x)可导 则复合函数 yf[g(x)]在点 x可导 且
其导数为

)()( xguf
dx
dy  或

dx
du

du
dy

dx
dy  

证明 当 ug(x)在 x的某邻域内为常数时 y=f[(x)]也是常数 此时导数为零 结论自然成立
当 ug(x)在 x的某邻域内不等于常数时 u0 此时有

x
xgxxg

xgxxg
xgfxxgf

x
xgfxxgf

x
y











 )()(

)()(
)]([)]([)]([)]([

x
xgxxg

u
ufuuf





 )()()()( 

x
xgxxg

u
ufuuf

x
y

dx
dy

xux 










)()(lim)()(limlim
000

= f (u)g (x )

简要证明

x
u

u
y

x
y

dx
dy

xx 








 00
limlim )()(limlim

00
xguf

x
u

u
y

xu











例 8 3xey  求
dx
dy 

解 函数 3xey 可看作是由 ye u ux3复合而成的 因此

322 33 xu exxe
dx
du

du
dy

dx
dy  

例 9
21

2sin
x
xy


  求

dx
dy 
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解 函数
21

2sin
x
xy


 是由 ysin u 

21
2
x
xu


 复合而成的

因此 222

2

22

22

1
2cos

)1(
)1(2

)1(
)2()1(2cos

x
x

x
x

x
xxu

dx
du

du
dy

dx
dy








 

对复合函数的导数比较熟练后 就不必再写出中间变量

例 10．lnsin x 求
dx
dy 

解 )(sin
sin

1)sin(ln  x
x

x
dx
dy xx

x
cotcos

sin
1  

例 11． 3 221 xy   求
dx
dy 

解 )21()21(
3
1])21[( 23

2
23

1
2   xxx

dx
dy

3 22)21(3
4
x
x


 

复合函数的求导法则可以推广到多个中间变量的情形 例如 设 yf(u) u(v) v(x) 则

dx
dv

dv
du

du
dy

dx
du

du
dy

dx
dy  

例 12．ylncos(e x) 求
dx
dy 

解 ])[cos(
)cos(

1])cos([ln  x
x

x e
e

e
dx
dy )tan()()]sin([

)cos(
1 xxxx

x eeee
e

 

例 13． xey
1sin  求

dx
dy 

解 )1(1cos)1(sin)(
1sin1sin1sin 

xx
e

x
ee

dx
dy

xxx
x

e
x

x 1cos1 1sin
2  

例 14 设 x0 证明幂函数的导数公式 (x ) x 1
解 因为 x (e ln x)e  ln x 所以

(x )(e  ln x) e  ln x( ln x) e  ln x x1 x 1
由此可见，初等函数的求导数必须熟悉(i)基本初等函数的求导；(ii)复合函数的分解；(iii)

复合函数的求导公式；只有这样才能做到准确。在解题时，若对复合函数的分解非常熟悉，可不必写

出中间变量，而直接写出结果。

【例 15】
21 xy  ，求 y。

解：
2

2

2
2
1

22

1
)1(

1
1

2
1])1[()1(

x
xx

x
xxy





 。

【例 16】
xey sin1 ，求 y。

解：
x
xexeey xxx

sin1
)sin1(

2
1)sin1()( sin1sin1sin1




 

xx e
x

x
x
xe sin1sin1

sin1
cos

2
1

sin1
cos

2
1 







 。
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【例 17】 ln[ln(ln )]y x ，求 y。

【例 18】求幂指函数
( )[ ( )] ( ( ) 0)g xy f x f x  的导数。

( ) ln ( ) ( ) ln ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ( ) ln ( )] [ ( )] [ ( ) ln ( ) ]
( )

g x f x g x f x g x g x f xy e e g x f x f x g x f x
f x


      

【例 19】

1
x  

sin

y=e 求y

【例 20】 x x x    y= 求y

【例 21】
2

2

1log ( 1), (2 1)
( 1) lnay x x y x
x x a

     
 

 求y .  

【例 22】 ))1cos(2arcsin( 2  xy ，求 y。

解： ))1cos(2(
)]1cos(2[1

1))1cos(2(arcsin( 2

22

2 


 x
x

xy

= )1()]1sin([2
)1(cos41

1 22

22



xx

x

=
)1(cos41

)1sin(42
)1(cos41

)1sin(2
22

2

22

2










x
xxx

x
x

。

【例 23】 )1ln( 2xxy  ，求 y。

解： )1(
1
1])1[ln( 2

2

2 


 xx
xx

xxy

)1(
1

1
2
11[

1
1 2

22






 x

xxx

)(
1

1)
1
2

2
11(

1
1

222









 arshx

xx
x

xx
。

同理： )(
1

1)1(ln(
2

2 


 archx
x

xx 。

复习思考题、作业题：
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下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 12 周 课 次 第 15 次

章 节

名 称
§2.3 高阶导数

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

使学生掌握高阶导数的运算法则，熟记一些常见函数的高阶导数公式

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：高阶导数的求法。

难点：高阶导数的求法。

教学步骤及内容

一、高阶导数的定义

前面讲过，若质点的运动方程 )(tss  ，则物体的运动速度为 )()( tstv  ，或
dt
dstv )( ，而加

速 度 )(ta 是 速 度 )(tv 对 时 间 t 的 变 化 率 ， 即 )(ta 是 速 度 )(tv 对 时 间 t 的 导 数 ：

)()(
dt
ds

dt
d

dt
dvta   或 ))(()(  tstv ，由上可见，加速度 是 )(ts 的导函数

的导数，这样就产生了高阶导数，一般地，先给出下列定义：

定义：若函数 )(xfy  的导函数 )(xf  在 0x 点可导，就称 )(xf  在点 0x 的导数为函数 )(xfy 

在点 0x 处的二阶导数，记为 )( 0xf  ，即 )(
)()(

lim 0
0

0

0

xf
xx
xfxf

xx






，此时，也称函数 )(xfy 

在点 0x 处二阶可导。

注 1：若 )(xfy  在区间 I 上的每一点都二次可导，则称 )(xf 在区间 I 上二次可导，并称

Ixxf  ),( 为 )(xf 在 I 上的二阶导函数，简称二阶导数；

2：相应地，把 )(xfy  的导数 ( )f x 叫做 )(xfy  一阶导数。类似地，二阶导数的导数为三

阶导数，三阶导数的导数为四阶导数，一般地， 1n 阶导数的导数为 n阶导数，分别记为：

(4) ( ), , , ny y y  ；或
3 4

3 4, , .
n

n

d y d y d y
dx dx dx



3：函数 )(xfy  具有 n阶导数，也常称 ( )f x 为n阶可导。如果 ( )f x 在点 x处具有 n阶导数，
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那么 ( )f x 在点 x的某一领域内必定具有一切低于 n阶的导数。二阶及二阶以上的导数称为高阶导

数。

4：未必任何函数所有高阶都存在；

【例 1】 cbxaxy  2
，求

)4(,, yyy  。

解： 0,022 )4(  yyaybaxy 。

【例 2】
xey  ，求各阶导数。

解：
xey  ，

xey  ，
xey  ，

xey )4(
，显然易见，对任何 n，有

xn ey )(
，

即
xnx ee )()( 。

【例 3】 xy sin ，求各阶导数。

解： )
2

sin(cos,sin 
 xxyxy

)
2

2sin()sin(sin   xxxy

)
2

3sin()
2

sin()
2

sin(cos 
 xxxxy

)
2

4sin()2sin(sin)4(   xxxy

……

一般地，有 )
2

sin()( nxy n  ，即 )
2

sin()(sin )( nxx n  。

同样可求得 )
2

cos()(cos )( nxx n  。

【例 4】 )1ln( xy  ，求各阶导数。

解： )1ln( xy  ，
x

y



1

1
， 2)1(

1
x

y


 ， 3)1(
21
x

y



 ，

4
)4(

)1(
321
x

y



 ，……

一般地，有 n
nn

x
ny

)1(
)!1()1( 1)(




 

即 n
nn

x
nx

)1(
)!1()1())1(ln( 1)(




 
。
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【例 5】 幂函数
xy  ，  为任意常数，求各阶导数。

解：
xy  ，

21 )1(,     xyxy ，
3)2)(1(   xy ，

4)4( )3)(2)(1(   xy ，

一般地，
nn xny   )1()2)(1()( 

即
nn xnx    )1()2)(1()( )(  。

当 k 为正整数时，

a) kn  时，
nknk xnkkkkx  )1()2)(1()( )(  ；

kn  时， )!(!)( )( nkx kk  ；

kn  时， 0)( )( nkx ；

(ii)当  为正整数时，必存在一自然数 k ，使得当 kn  ，
)()( nx  在 0x 处不存在。如：

,
2
1

2
3,

2
3, 2

1
2
1

2
3


 xyxyxy 然而， 2

1

x 在 0x 处是无意义，即说明 2

1

2
3 xy  在 0x

处无导数，或 y  在 0x 处不存在。

二、高阶导数的运算法则

(1) )()()]()([ )()()( xvxuxvxu nnn  ，

(2) ( ) , ( ) 2 ,uv u v uv uv u v u v uv            ，

( ) 3 3uv u v u v u v uv          ……，

( ) ( ) (0) 1 ( 1) 2 ( 2) ( ) ( )[ ( ) ( )] n n n n k n k k
n n nu x v x u v C u v C u v C u v          +

)()0( nvu 。 其 中

vvuu  )0()0( , 。称为为莱布尼兹（Leibinz）公式，

即

( ) ( ) ( )

0
( )

n
n k n k k

n
k

uv C u v





【例 6】 xey x cos ，求 y  。

解： )sin(cos)sin(cos xxexexey xxx  ，
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)sin2()cossin()sin(cos xexxexxey xxx  ，

)cos(sin2)cossin(2 xxexexey xxx  。

【例 7】上例中，求
)5(y 。

解：
(5) (5) (5) 1 (4)

5( cos ) ( ) cos ( ) (cos )x x xy e x e x C e x     2
5 ( ) (cos )xC e x 

=

)sin(cos5sin10)cos(10)sin(5cos xexexexexexe xxxxxx 

= ]sincos5sin10cos10sin5[cos xxxxxxe x 

= )cos4sin4( xxe x 

= )cos(sin4 xxe x  。

【例 8】验证
xx ececy   21 满足关系式： 02  yy  （其中 21 ,cc 为任意常数）。

解：
xxxx ececyececy     2

2
1

2
21

所以 0)( 22
21

2   yyyececy xx  
。

)5()4(4
5

3
5 )(cos)(cos)()(cos)( xexeCxeC xxx 

复习思考题、作业题：

1．求
nxy  （n为正整数）的 n 阶导数，n+1 阶导数，并求 0

)( | x
ny ， 1

)( | x
ny ；

2．求 xy sin 的 n 阶导数；

3．证明函数
22 xxy  满足关系式 01''3 yy ；

4．设 f 二阶可导，求
)()( xfx eefy  或

22 )(sin)(sin xfxfy  的一阶、二阶导数；

5．设 f 二阶可导，求 )( 3xfy  的二阶导数。

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 12 周 课 次 第 16 次

章 节

名 称
§2.4 隐函数的导数 由参数方程所确定的函数的导数 相关变化率

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

隐函数的导数，由参数方程所确定的函数的导数以及相关变化率

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：隐函数导数的求法。

难点：由参数方程所确定的隐函数的求导方法。

教学步骤及内容：

一、 隐函数的导数

函数  xfy  表示两个变量 y与 x之间的对应关系，这种对应关系可以用各种不同方式表达。

前面我们遇到的函数，例如 xy sin ，
21ln xxy  等，这种函数表达方式的特点是：等号左

端是因变量的符号，而右端是含有自变量的式子，当自变量取定义域内任一值时，由这式子能确定

对应的函数值。用这种方式表达的函数叫做显函数。有些函数的表达方式却不是这样，例如，方程

013  yx 表示一个函数，因为当变量 x在   ， 内取值时，变量 y有确定的值与之对应。

例如，当 0x 时， 1y ；当 1x 时， 3 2y ，等等。这样的函数称为隐函数。

1．隐函数求导

一般地，如果在方程   0yxF ， 中，当 x取某区间内的任一值时，相应地总有满足这方程的唯

一的 y值存在，那么就说方程   0yxF ， 在该区间内确定了一个隐函数。

把一个隐函数化成显函数，叫做隐函数的显化。例如从方程 013  yx 解出 3 1 xy  ，就

把隐函数化成了显函数。隐函数的显化有时是有困难的，甚至是不可能的。但在实际问题中，有时

需要计算隐函数的导数，因此，我们希望有一种方法，不管隐函数能否显化，都能直接由方程算出

它所确定的隐函数的导数来。下面通过具体例子来说明这种方法。

例 1 求由方程 0 exye y 所确定的隐函数 y的导数
dx
dy

。

解：我们把方程两边分别对 x求导数，注意 y是 x的函数。方程左边对 x求导得

 
dx
dyxy

dx
dyeexye

dx
d yy  ，
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方程右边对求导得   00  。

由于等式两边对 x 的导数相等，所以

0
dx
dyxy

dx
dye y ，

从而  0


 y
y ex
ex
y

dx
dy

。

在这个结果中，分式中的 y是由方程 0 exye y 所确定的隐函数。

例 2． 求由方程 y52yx3x70 所确定的隐函数 yf(x)在 x0 处的导数 y|x0
解 把方程两边分别对 x求导数得 5yy2y121x 60

由此得
25

211
4

6



y
xy 

因为当 x0 时 从原方程得 y0 所以
2
1|

25
211| 04

6
0 


  xx y

xy 

例 3 求椭圆 1
916

22
 yx 在 )3

2
3  ,2( 处的切线方程

解 把椭圆方程的两边分别对 x求导 得 0
9
2

8
 yyx 

从而
y
xy

16
9 

当 x2 时 3
2
3y  代入上式得所求切线的斜率

4
3| 2  xyk 

所求的切线方程为 )2(
4
33

2
3  xy  即 03843  yx 

例 4．求由方程 0sin
2
1  yyx 所确定的隐函数 y的二阶导数

解 方程两边对 x求导 得 0cos
2
11 

dx
dyy

dx
dy 

于是
ydx

dy
cos2
2


 

上式两边再对 x求导 得
322

2

)cos2(
sin4

)cos2(

sin2

y
y

y
dx
dyy

dx
yd







 

隐函数求导方法小结：

（1）方程两端同时对 x 求导数，注意把 y 当作复合函数求导的中间变量来看待，例如

  y
y

y x 
1ln 。

（2）从求导后的方程中解出 y来。

（3）隐函数求导允许其结果中含有 y。但求一点的导数时不但要把 x值代进去，还要把对应的 y
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值代进去。

自我训练：（1） ayx  ，求 y。

（2）
333 ayx  ，求 y。

（3） 1ln  yxy ，求  0y 。

（4）
x
yyx arctanln 22  ，求 y。

2．取对数求导法

对于幂指函数    xvxuy  是没有求导公式的，我们可以通过方程两端取对数化幂指函数为隐函

数，从而求出导数 y。

例 5 求  0sin  xxy x
的导数。

解：这函数既不是幂函数也不是指数函数，通常称为幂指函数。为了求这函数的导数，

可以先在两边取对数，得 xxy lnsinln  ；

上式两边对 x求导，注意到 y是 x的函数，得

x
xxxy

y
1sinlncos1
 ，

于是 





 






 

x
xxxx

x
xxxyy x sinlncossinlncos sin

。

由于对数具有化积商为和差的性质，因此我们可以把多因子乘积开方的求导运算，通过取对数得

到化简。

例 6 求
  
  43

21




xx
xxy 的导数。

解：先在两边取对数（假定 4x ），得

        4ln3ln2ln1ln
2
1ln  xxxxy ，

上式两边对 x求导，注意到 y是 x的函数，得





















4
1

3
1

2
1

1
1

2
11

xxxx
y

y
，

于是 



















4
1

3
1

2
1

1
1

2 xxxx
yy 。

当 1x 时，
  
  xx

xxy




43
21

；
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当 32  x 时，
  
  xx

xxy




43

21
；

用同样方法可得与上面相同的结果。

注：关于幂指函数求导，除了取对数的方法也可以采取化指数的办法。例如
xxx ex ln ，这样就

可把幂指函数求导转化为复合函数求导；例如求
ex xe exy  的导数时，化指数方法比取对数方法

来得简单，且不容易出错。

二、由参数方程确定的函数的导数

若由参数方程
 
 







ty
tx




确定了 y是 x的函数，如果函数  tx  具有单调连续反函数  xt  ，

且此反函数能与函数  ty  复合成复合函数，那么由参数方程
 
 







ty
tx




所确定的函数可以看成是

由函数  ty  、  xt  复合而成的函数   xy  。现在，要计算这个复合函数的导数。为此，

再假定函数  tx  、  ty  都可导，而且   0/ t 。于是根据复合函数的求导法则与反函数的

导数公式，就有

 
 t
t

dt
dxdt

dy
dx
dt

dt
dy

dx
dy







1

，

即
 
 t
t

dx
dy






 。上式也可写成

dt
dx
dt
dy

dx
dy

 。

如果  tx  、  ty  还是二阶可导的，由
 
 t
t

dx
dy






 还可导出 y对 x的二阶导数公式：

 
 

       
   tt

tttt
dx
dt

t
t

dt
d

dx
dy

dx
d

dx
yd































1
22

2

，

即
       

 t
tttt

dx
yd

32

2


 



【例 7】
cos
sin 4

x a t
t

y b t


 
求曲线 在 处的切线方程.
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解：
0

0

2
2
2

2
4

x a

y b
t  


  ，所以

4
t 
 时，对应的切点坐标

2 2
2 2
a b（ ， ）。

cos cot
sin

dy
dy b t bdt tdxdx a t a

dt

   


，
4

|
t

dy bk
dx a


  

切线方程为
2 2( )

2 2
by b x a
a

    ，即 2 0bx ay ab  

【例 8】抛射体运动的参数方程











2
2

1

2
1 gttvy

tvx
，求时刻 t 的运动速度 v；

解 水平分量 1' vxt  ，铅直分量 gtvyt  2' ，

大小
2

2
2

1
22 )('' gtvvyxv tt 

再求速度的方向，也就是轨道的切线方向，而切线方向可由切线斜率来反映，所以：

1

2

'
'

'tan
v
gtv

x
y

dx
dyy

t

t 


【例 9】求椭圆
cos

 (0 2 )
sin

x a t
t

y b t



  

的一阶导数
dy
dx

及二阶导数
2

2

d y
dx

。

解：
cos cot
sin

dy
dy b t bdt tdxdx a t a

dt

   


；

2
2

2 2 3

( csc )
( cot )

( cos ) sin

b td y d b dt bat
dx dt a dx a t a t

 
    



三、相关变化率

设 )(txx  ， )(tyy  都是可导函数，而变量 x与 y之间存在函数关系，因而变化率
dt
dx

，
dt
dy

之

间也存在函数关系，这两个相互依赖的变化率称为相关变化率。相关变化率问题就是研究这两个变

化率之间的关系，以便从其中一个变化率求出另一个变化率。

【例 10】一气球从离开观察员的水平距离 500m 处离地而铅直上升，其速度为 140m/min（分），

当气球高度为 500m 时，观察员视线的仰角增加率是多少？

解：设气球上升 t 秒后，其高度为 h，观察员视线的仰角为α，则

tan
500
h  （其中α和 h 都是 t 的函数）
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上式两边求导：
2 1sec

500
d dh
dt dt
 

2140 / min 500 tan 1 sec 2dh m h
dt

    当 时

1 1 70: 140 0.14(
500 2 500

d
dt

    代入上式得 弧度/分)

即观察员视线的仰角增加率是 0。14rad/min。

小结：本节讲述了隐函数和参数方程确定的函数的求导方法，利用取对数的方法解决了幂指函数的

求导问题。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 13 周 课 次 第 17 次

章 节

名 称
§2.5 函数的微分

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

教学目标：理解函数微分的定义；微分的四则运算法则和一阶微分形式的不变性; 会

求函数的微分。

德育目标：在微分在近似计算中的应用时，强调要从源头消除偏差，防止造成“失之

毫厘，谬以千里”的后果。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：求函数的微分。

难点：微分在近似计算中的应用

教学步骤及内容：

一、函数的微分

1、微分的定义

引例 一正方形金属薄片受温度变化影响，其边长由 x0变到 x0+△x，问此薄片的面积改变了多

少？

2A x分析 面积 ，
2 2 2

0 0 0( ) 2A x x x x x x        

 ( ) 0f x y A x x    一般 满足一定条件: ，其中 A x 是 x 的线性函数。

定义 1：设函数 )(xfy  在某区间内有定义，x0 及 x0+△x 在这区间内，如果函数的增量

)()( 00 xfxxfy  可表示为：

)( xxAy   （1）

其中 A是与 0x 有关而与 x 无关的常数， )( x 是比 x 高阶的无穷小量，那么称函数 )(xfy  在

点 x0是可微的，而 A x 叫做函数 )(xfy  在点 x0相应于自变量△x 的微分，记作 dy 即： xAdy  。

那么，函数具有什么条件才可微呢，下面我们讨论可微的充要条件。

Th1、函数 )(xfy  在点 x0处可微分的充要条件是该函数在 x0处可导，且当 f(x)在点 x0处可

微时，有 0'( )dy f x x  。

证明： " " （必要性）若 y=f(x)在点 x0处可微， 0( )y A x x     ，
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0( )y xA
x x

 
 

 
，于是， 00

lim '( )
x

yA f x
x 


 


。

" " （充分性）设 y=f(x)在点 x0处可导，即 0lim '( )
x

y f x
x 






根据极限与无穷小的关系有 0 0
'( ) lim 0

x

y f x
x

 
 


  


，于是

0'( ) 0( )y f x x x x x         ，且 0'( )f x x 不依赖 x ，即 0'( )dy f x x  ，所以 y=f(x)

在点 x0处可微。

注 1、可导可微连续极限存在；可导连续，反之不成立。

2、当 0'( ) 0f x  时，有 0 0

0 0 0

'( ) '( )lim lim lim[1 ] 0
x x x

y f x x f xy dy
yy y
x

     

   
   

 


表明当 0'( ) 0f x  时， 0x  时， y dy  不仅是比 x 高阶的无穷小，而且也是比 y 高阶的无穷

小；因此， dy是 y 的主部。从而当 x 很小时， y dy  。

3、 dx x  ， '( )f x dxdy= ， '( )dy f x
dx

 微商。

【例 1】 1 2x x 3求函数y=x 在 和 处的微分。

解： 1x 3函数y=x 在 的微分为
3

1( ) | 3xdy x dx dx 

在 2x  处的微分为
3

2( ) | 12xdy x dx dx  。

【例 2】求函数 siny x ，当 , 0.02
3

x x
   时的微分。

解：
, 0.02

3

| cos 0.02 0.01
3x x

dy 


  
 

2、微分的几何意义

0tan '( ) "PQ MQ f x  x 以直代曲"，即 )(xfy  的微分 0'( )dy f x dx ，在几何上

就表示曲线在点 0 0( , )M x y 处的纵坐标相应于 x 的增量。如图 2.5（P75）。

)(xfy

P

Q

dxx

y

dy

x
ym



sec

dx
dym tan

x xx 

)(xf

)( xxf 

x

y
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3、基本初等函数的微分公式与微分运算法则

（1）基本初等函数的微分公式

（2）函数的和、差、积、商的微分法则

( )d u v du dv   ； ( )d uv vdu udv  ； ( )d cu cdu ；

2( ) ( 0)u vdu udvd v
v v


  。

（3）复合函数的微分法则

( ), ( ), '( ) '( )y f u u x f u x  设 及 存在，则复合函数  ( )y f x 的微分为

'( ) '( )dy f u x dx 。

由于 '( )x dx du  ，所以复合函数  ( )y f x 的微分也可以写成：

'( )dy f u du 或 udy y du 微分的形式不变性。

【例 3】 sin(2 1),y x dy  求 。

解：法 1： ' 2cos(2 1) 2cos(2 1)y x dy x dx    。

法 2： (sin ) cos cos(2 1) (2 1) 2cos(2 1)dy d u udu x d x x dx      

【例 3】
2

ln(1 ),xy e dy  求 。

解：

2 2
2 2

2 2 2
21 2ln(1 ) (1 )

1 1 1

x x
x x

x x x

e xedy d e d e dx dx
e e e

     
  

【例 4】 1 3 cos ,xy e x dy 求 。

解：
1 3 1 3 1 3( cos ) cos ( ) cosx x xdy d e x xd e e d x    

1 3 1 3cos (1 3 ) sinx xe xd x e xdx    1 3 (3cos sin )xe x x dx  

【例 5】填空：

（1）d( )=xdx （
2

2
x c ） (2) d( )=

x
dx

2
（ x c ）

(3) d( )= 2x
dx

 （
1 c
x
 ） (4) (     )= cos5d xdx ( sin 5

5
x c )

练习： 1 yy xe dy  ,求 。 （
y ydy e dx xe dy  ，

1

y

y

edy dx
xe




）

六、微分在近似计算中的应用
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1．函数的近似计算

如果 )(xfy  在点 0x 处的导数 0'( ) 0f x  ，且 x 很小时，有

y dy  = 0'( )f x x

上式也可写成： 0 0( ) ( )y f x x f x      0'( )f x x （2）

0 0 0( ) ( ) '( )f x x f x f x x     （3）

令 0x x x   ，即 0x x x   ，（3）可以写成：

0 0 0( ) ( ) '( )( )f x f x f x x x   （4）

0( ) (0) '(0)   ( 0)f x f f x x  

例 6．有一批半径为 1cm 的球 为了提高球面的光洁度 要镀上一层铜 厚度定为 0 01cm 估计

一了每只球需用铜多少 g(铜的密度是 8. 9g/cm 3)?

解 已知球体体积为 3
3
4 RV   R01cm R0. 01cm

镀层的体积为

VV(R0R)V(R0)V (R0)R4R 02R43. 1412 0. 010. 13(cm3)
于是镀每只球需用的铜约为

0. 13 8. 9 1. 16(g)
例 7．利用微分计算 sin 3030的近似值

解 已知 3030
3606

   
6
 

0
x 

360
x 

sin 3030sin(x0x)sin x0x cos x0

3606
 cos

6
 sin   5076.0

3602
3

2
1   

即 sin 30300. 5076
常用的近似公式（假定|x|是较小的数值）

(1) x
n

xn 111  

(2)sin xx ( x用弧度作单位来表达)
(3)tan xx ( x用弧度作单位来表达)
(4)e x1x
(5)ln(1x)x

证明 (1)取 n xxf  1)(  那么 f(0)1
n

x
n

f
x

n 1)1(1)0(
0

11




  代入 f(x)f(0)f (0) x便得

x
n

xn 111  

证明(2)取 f(x)sin x 那么 f(0)0 f (0)cos x|x01 代入 f(x)f(0)f (0) x便得

sin xx 
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例 8．计算 05.1 的近似值

解 已知 x
n

xn 111   故

025.105.0
2
1105.0105.1  

直接开方的结果是 02470.105.1  

2．误差估计

在生产实践中 经常要测量各种数据 但是有的数据不易直接测量 这时我们就通过测量其它有

关数据后 根据某种公式算出所要的数据 由于测量仪器的精度、测量的条件和测量的方法等各种因

素的影响 测得的数据往往带有误差 而根据带有误差的数据计算所得的结果也会有误差 我们把它

叫做间接测量误差
下面就讨论怎样用微分来估计间接测量误差
绝对误差与相对误差 如果某个量的精确值为 A 它的近似值为 a 那么|Aa|叫做 a的绝对误差

而

绝对误差|Aa|与|a|的比值
||

||
a
aA

叫做 a的相对误差

在实际工作中 某个量的精确值往往是无法知道的 于是绝对误差和相对误差也就无法求得 但
是根据测量仪器的精度等因素 有时能够确定误差在某一个范围内 如果某个量的精确值是 A 测得

它的近似值是 a 又知道它的误差不超过 A:|Aa| A 则 A叫做测量 A的绝对误差限
||a
A 叫做测量

A的相对误差限(简称绝对误差)
例 9．设测得圆钢截面的直径 D60. 03mm 测量 D的

绝对误差限 D 005 利用公式 2
4
DA  计算圆钢的截面

积时 试估计面积的误差

解 DDDAdAA 
2
  

A||dA| DDDD  
2

||
2
 

已知 D60.03 D0. 05 所以

715.405.003.60
2
 

2
   DA D (mm 2)

%17.0
03.60

05.022

4

2
2





DD

D

A
DDA 




 

若已知A由函数y=f(x)确定 A=y 测量x的绝对误差是x  那么测量y的y=?
由y dyyx 有

y||dy||y||x||y| x 
所以测量y的绝对误差y=|y| x  测量y的相对误差为

x
y

y
y

y







||



练习：1、 求 arctan1.02的近似值。
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解：取 arctan ,y x 由于 2

1
1

y
x

 


，由公式（3）有：

0 0 2
0

1arctan( ) arctan( )
1

x x x x
x

    


取 0 1, 0.02x x   代入上式，即得 arctan1.02 0.01
4


  。

2、求 3 65 的近似值。

解：因为 3 3 3
165 64 1 4 1
64

    ，所以
1
64

x  ，其值较小， 3n  时利用近似公式（1）

便得：

3 3
1 1 165 4 1 4(1 ) 4.021
64 3 64

    

直接开立方，得 3 65 4.02072 。

练习： 26计算 的近似值。

1 126 1 25 25(1 ) 5 1
25 25

     
1 15(1 ) 5.10
2 25

   

小结：本节讲述了微分的定义，练习了微分的运算和利用微分作近似计算

希望大家熟记微分公式，为以后学习积分大好基础。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 13 周 课 次 第 18 次

章 节

名 称
§3.1 微分中值定理

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

教学目标：理解并会用罗尔定理、拉格朗日定理，了解柯西中值定理。

德育目标：将相关的数学家（罗尔、拉格朗日、柯西）故事适时、适当地引入课堂让

学生体会到现成结论背后的“火热的思考”，以数学家的精神品质感染学生。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：罗尔定理、拉格朗日定理的应用。

难点：罗尔定理、拉格朗日定理的应用。

教学步骤及内容：

一、罗尔定理

1. 罗尔定理

几何意义：对于在 ],[ ba 上每一点都有不垂直于 x轴的切线，且两端点的连线与 x轴平行的不间

断的曲线 )(xf 来说，至少存在一点 C，使得其切线平行于 x轴。

C

A B

从图中可以看出：符合条件的点出现在最大值和最小值点，由此得到启发证明罗尔定理。为应

用方便，先介绍费马（Fermat）引理

费马引理 设函数 )(xf 在点
0x 的某邻域 )( 0xU 内有定义  并且在

0x 处可导  如果对任意

)( 0xUx  有 )()( 0xfxf  (或 )()( 0xfxf  ) 那么 0)( 0
' xf 

证明：不妨设 )( 0xUx 时， )()( 0xfxf  （若 )()( 0xfxf  ，可以类似地

a b1 2 x

y

o

)(xfy 
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证明）.于是对于 )( 00 xUxx  ,有 )()( 00 xfxxf  , 从而当 0x 时,

0)()( 00 


x

xfxxf ; 而当 0x 时, 0
)()( 00 



x

xfxxf ;

根据函数 )(xf 在
0x 处可导及极限的保号性的得

  )()( 0
'

0
' xfxf 0

)()(
lim 00

0





 x
xfxxf

x

  )()( 0
'

0
' xfxf 0)()(lim 00

0





 x
xfxxf

x
，所以 0)( 0

' xf , 证毕.

定义 导数等于零的点称为函数的驻点(或稳定点，临界点).

罗尔定理 如果函数 )(xf 满足：（1）在闭区间 ],[ ba 上连续 （2）在开区间 ),( ba 内可导 （3）

在区间端点处的函数值相等，即 )()( bfaf   那么在 ),( ba 内至少在一点 )( ba   使得函数 )(xf

在该点的导数等于零，即 0)(' f 

证明：由于 )(xf 在 ],[ ba 上连续，因此必有最大值 M 和最小值m，于是有两种可能的情形：

（1） mM  ，此时 )(xf 在 ],[ ba 上必然取相同的数值 M，即 .)( Mxf 

由此得 .0)(  xf 因此，任取 ),( ba ，有 .0)(  f

（2） mM  ，由于 )()( bfaf  ，所以 M 和m至少与一个不等于 )(xf 在区间 ],[ ba 端点处的函

数值 .不妨设 )(afM  (若 )(afm ,可类似证明),则必定在 ),( ba 有一点  使 Mf )( . 因此任取

],[ bax 有 )()( fxf  , 从而由费马引理有 0)(  f . 证毕

【例 1】 验证罗尔定理对 32)( 2  xxxf 在区间 ]3,1[ 上的正确性

解 显然 32)( 2  xxxf )1)(3(  xx 在 ]3,1[ 上连续 ，在 )3,1( 上可导 ，且

0)3()1(  ff , 又 )1(2)(  xxf , 取 ))3,1(1(,1  ,有 0)(  f .

说明：1 若罗尔定理的三个条件中有一个不满足, 其结论可能不成立;
2 使得定理成立的 可能多于一个，也可能只有一个.

【例 2】 证明方程 0155  xx 有且仅有一个小于 1 的正实根.

证明：设 15)( 5  xxxf , 则 )(xf 在 ]1,0[ 上连续，且 .3)1(,1)0(  ff

由介值定理存在 )1,0(0 x 使 0)( 0 xf , 即
0x 为方程的小于 1 的正实根.
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设另有 ,),1,0( 011 xxx  使 .0)( 1 xf 因为 )(xf 在 10 , xx 之间满足罗尔定理的条件, 所以

至少存在一个 （在 10,xx 之间）使得 0)(  f .

但 )1(5)( 4  xxf ))1,0((,0  x , 矛盾, 所以 0x 为方程的唯一实根.

一、 拉格朗日（Lagrange）中值定理

在罗尔定理中，第三个条件为(iii) )()( bfaf  ，然而对一般的函数，此条不满足，现将该条

件去掉，但仍保留前两个条件，这样，结论相应地要改变，这就是拉格朗日中值定理：

定理 2：若函数满足：

(i) )(xf 在 ],[ ba 上连续 ；

(ii) )(xf 在 ),( ba 上可导；

则在 ),( ba 内至少存在一点 ，

使得
ab
afbff




 )()()( 。

即 ( ) ( ) ( )( )f b f a f b ax¢- = -

若此时，还有 )()( bfaf  ， 0)(  f 。可见罗尔中值定理是拉格朗日中值定理的一个

特殊情况，因而用罗尔中值定理来证明之。

证明：上式又可写为 0)()()( 




ab
afbff  ……(1)

作一个辅助函数： )()()()()( ax
ab
afbfxfxF 




 ……(2)

显然， )(xF 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 上可导，且

)()()()()()( afaa
ab
afbfafaF 






)()()()()()( afab
ab
afbfbfbF 






)()( bFaF  ，所以由罗尔中值定理，在 ),( ba 内至少存在一点 ,使得

0)(  F 。 又
ab
afbf

xfxF





)()(
)()(

 0)()()( 




ab
afbff  或

ab
afbff




 )()()( 。

注 1：拉格朗日中值定理是罗尔中值定理的推广；

2：定理中的结论，可以写成 ))(()()( abfafbf   )( ba   ，此式也称为拉格朗日

-

2

-

1

1 2

-0.7

5

-0.

5

-0.2

5

0.2

5

0.

5

0.7

5
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公式，其中 可写成：

( ) (0 1)a b a      

( ) ( ) ( ( ))( )f b f a f a b a b a      ……(3)

若令 ,b a h  ( ) ( ) ( )f a h f a f a h h     ……(4)

3：若 ba  ，定理中的条件相应地改为： )(xf 在 ],[ ab 上连续，在 ),( ab 内可导，则结论为：

))(()()( bafbfaf  

也可写成 ))(()()( abfafbf  

可见，不论 ba, 哪个大，其拉格朗日公式总是一样的。这时， 为介于 ba, 之间的一个数，(4)中的

h不论正负，只要 )(xf 满足条件，(4)就成立。

4：设在点 x处有一个增量 x ，得到点 xx  ，在以 x和 xx  为端点的区间上应用拉格朗日

中值定理，有

xxxfxfxxf  )()()(  )10(  

即 xxxfy  )(  这准确地表达了 y 和 x 这两个增量间的关系，故该定理又称为

微分中值定理。

5：几何意义：如果曲线 )(xfy  在除端点外的每一点都有不平行于 y轴的切线，则曲线上至

少存在一点，该点的切线平行于两端点的连线。

由定理还可得到下列结论：

推论 1：如果 )(xfy  在区间 I 上的导数恒为 0，则 )(xf 在 I 上是一个常数。

证明：在 I 中任取两点 1 2 1 2( )x x x x， ， )(xfy  在 1 2[ , ]x x 连续，在 1 2( , )x x 可导，由拉格朗

日中值定理，则在 1 2( , )x x 内至少存在一点 ，使得

2 1 2 1( ) ( ) ( )( )f x f x f x x  

由假设可知在 I 上， 0)(  xf ，从而在 1 2( , )x x 上， 0)(  xf ，

0)(  f ， 所以 0)()( 0  xfxf )()( 0xfxf  ，

可见， )(xf 在 I 上的每一点都有： )()( 0xfxf  （常数）。
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8）【例 3】 证明当 0x  时 ln(1 )
1

x
x x

x
< + <

+
.

证： 设 ( ) ln(1 )f x x= + ，显然 ( )f x 在[0，x]上满足拉格朗日中值定理条件，故至少存在一

点 (0, )xx Î 使
( ) (0)

( )
0

f x f
f

x
x

- ¢=
-

由于
1

( )
1

f x
x

=
+ ， (0) 0f = ，

1
'( )

1
f x

x
=

+
，代入上式有

ln(1 ) 1 1
1

x Ln

x x
+ -

=
+

即
ln(1 ) 1

1

x

x x
+

=
+

又由于 0 xx< < 1 1 1 xx< + < + 所以

1 1
1

1 1x x
< <

+ +
ln(1 )1

1
1

x
x x

+
< <

+
即 (1 )

1

x
ln x x

x
< + <

+

注：（1）构造辅助函数 ( )f x ；（2）正确确定区间左右端点，利用 TH2 可得.

三、 三、柯西中值定理

定理 3：若 )(),( xFxf 满足：

(1)在 ],[ ba 上连续； (2)在 ),( ba 内可导；(3) ( , )x a b  ( ) 0F x 

则在 ),( ba 内至少存在一点 ，使得
)()(
)()(

)(
)(

aFbF
afbf

F
f










。

证明：令 )()(
)()(
)()()( xfxF
aFbF
afbfx 




 ，显然， )(x 在 ],[ ba 上连续，且 )(x 在 ),( ba 内

可导，更进一步还有 )()( ba   ，事实上，

)()(
)()(
)()()()(

)()(
)()()()( afaF

aFbf
afbfbfbF

aFbF
afbfab 










0))()(())()((
)()(
)()(





 afbfaFbF
aFbF
afbf

所以 )(x 满足罗尔定理的条件，故在 ),( ba 内至少存在一点  ，使得 0)(   ，又

)()(
)()(
)()()( xfxF
aFbF
afbfx 





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0)()(
)()(
)()(





  fF
aFbF
afbf

因为 0)(  F ，
)()(
)()(

)(
)(

aFbF
afbf

F
f












注 1：柯西中值定理是拉格朗日中值定理的推广，事实上，令 xxF )( ，就得到拉格朗日中值

定理；

2：几何意义：若用







)(
)(
xFY
xfX

（ bxa  ）表示曲线 c，则其几何意义同前一个。

【例 4】 【例 4】 证明
2

arccosarcsin 
 xx （ 11  x ）。

证：令 xxxf arccosarcsin)(  ， 0
1

1
1

1)('
22








xx
xf ，

由推论知 f(x)=常数！再由
2

)0( 
f ，故

2
arccosarcsin 

 xx 。

【例 6】 【例 5】若方程 01
1

10  
 xaxaxa n
nn

有一个正根 0xx  ，

证明方程 0)1( 1
2

1
1

0  


n
nn axnanxa 必有一个小于 0x 的正根。

证明：令 xaxaxaxf n
nn

1
1

10)( 
  ，在闭区间 ],0[ 0x 上满足罗尔定理的三个条件，故

0)(' f )0( 0x 

1
2

1
1

0 )1()(' 
  n
nn axnanxaxf

 0)1( 1
2

1
1

0  


n
nn anana 

上式表明 x （ 00 x  ）即为方程 01
1

10  
 xaxaxa n
nn

的根。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 14 周 课 次 第 19 次

章 节

名 称
§3.2 洛必塔法则

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

使学生掌握利用洛必塔法则求未定式极限；

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：
0
0




、 型未定式的极限；

难点：其他
0 00 , ,0 ,1 ,    类型的未定式极限的求法。

教学步骤及内容：

在第一章中我们已经知道，当分子分母都是无穷小或都是无穷大时，两个函数之比的极限可能

存在也可能不存在，即使极限存在也不能用“商的极限等于极限的商”这一运算法则。这种极限称

为未定式。记为
0
0




或 。

一
0
0




、 型未定式的极限

定理 1 设函数 ( )f x 与 ( )g x 满足

(1) x a f x g x当 时，函数（ ）与（ ）都趋于零；

(2) 0a f x g x g x   在点 的某去心邻域内， （ ）及（ ）都存在且（ ） ;

(3)
( )lim
( )x a

f x
g x




存在（或为无穷大）;

那么，
( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x 





。

定义 1 这种在一定条件下通过分子分母分别求导再求极限来确定未定式的值的方法称为洛必

达法则.

证 明 ：
( )lim
( )x a

f x f x g x
g x

由于极限 与（ ）及（ ）在 点 a 处 的 值 无 关 ， 又 由 于 x a 时

0, 0f x g x （ ） （ ） ，故可以补充定义 0f a g a （ ） （ ） 。于是由条件（1）与（2）知， ,f x g x（ ）（ ）
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在点 a的某一邻域内是连续的。设 ( )x U a  ，那么在以 x及 a为端点的区间上，柯西中值定理的

条件均满足，因此有

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( )
f x f x f a f x a
g x g x g a g

 



 


（ 在 与 之间）

令 x a ，并对上式两端求极限，注意 x a 时有 a  ，再条件（3）即证。

注 1．定理的条件：分子分母都是无穷小；分子分母都可导，且分母的导数不等于 0；导数之比

的极限存在或为∞

2．定理的结论：函数之比的极限等于导数之比的极限；

3
0

( )lim ( ), ( )
( )x x

f x f x g x
g x


 


若 还是未定式，且 满足定理中对 ( ), ( )f x g x 所要求的条件，则可以

继续使用罗必塔法则，直到不再是未定式为止，即

0 0 0

( ) ( ) ( )lim lim lim
( ) ( ) ( )x x x x x x

f x f x f x
g x g x g x  

 
  

 


【例 1】 求

2 2

cos sinlim lim 1
1

2
x x

x x

x
  


 



【例 2】求
3 2

3 2 21 1 1

3 2 3 3 6 3lim lim lim
1 3 2 1 6 2 2x x x

x x x x
x x x x x x  

  
  

     
 

【例 3】 3 20 0 0

sin 1 cos sin 1lim lim lim
3 6 6x x x

x x x x
x x x  

 
  

【例 4】
0 0

ln ln
lim lim ln    ( 0, 0)

1

x x x x

x x

a b a a b
x b

a b a b
 

 
   

当 x时的
0
0
型未定式，以及 x a x 

 


或 时未定式 ，也有相应的罗必塔法则，如下：

定理 2 如果函数 ( )f x 与 ( )g x 满足：

（1） lim ( ) 0f x  且 lim ( ) 0g x  （或 lim ( )f x  且 lim ( )g x  ）

（2） f x g x （ ）及（ ）都存在，且 g x （ ） 0； （3）
( )lim
( )

f x A
g x





；

那么
( ) ( )lim lim
( ) ( )
f x f x A
g x g x


 


。
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【例 5】
arctan

2lim 1x

x

x






求

22

2

2

1
1lim lim 11 1x x

xx
x

x
 


  



【例 6】求 lim (n , 0)
n

xx

x
e




   为正整数 。

解：原式
1 2

2

( 1) !lim lim .... lim 0
n n

x x n xx x x

nx n n x n
e e e    

 

  


    =

【例 7】 求

2

tanxlim   
tan3x x 



解：
2 2

2 2

2 2 2

tan sec cos 3lim      lim    lim   
tan 3  3sec 3 3cosx x x

x x x
x x x  

  
 

2 2 2

2cos3 (-sin 3 )3 3sin 6 6cos 6 lim    lim    lim   3
3 2cos (-sin ) 3sin 2 2cos 2x x x

x x x x
x x x x  

  
   


。

二、 其他类型的不定式

除了
0
0
型和




型两种基本未定式外，还有
0 00 , ,0 ,1 ,    型的未定式,都可以通过通

分或取对数
0
0




转化为 或 型，下面例子说明

1、 0 型 方法：
10 ,

 
 

1 00 0 .
0 0

  或

【例 8】
0

lim ln (0 )
x

x x


求    型

解：原式=
0

lnlim 1x

x

x
 0

2

1

lim 1x

x

x





0
lim
x

x


  =0.

2、 型 通分：
1 1
0 0

 
0 0 .
0 0





【例 9】
0

1 1lim ( )
1xx x e

   


求      ( 型)

解：原式
0

1 1lim
2

x

x xx

e x
xe e

 



=

【例 10】
1

1 1lim ( )
ln 1x x x

   


求      ( 型)
1
2
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3、 0 00 ,1 ,  型 （取对数）

【例 11】
0

lim .x
x

x


求 00

解：
ln

0
lim x x

x
e


原式 0

lim ln
x

x x
e 

0

lnlim 1x

x

xe



0

2

1

lim 1x

x

xe
 

 0e =1。

【例 12】
1

lim .x
x

x


求 解：

1 lnln1 1 ln lim lim 0lim lim 1
xx

x x
x x

x
x x

x x
x e e e e 

 
    

【例 13】
sinlim

x

x x
x


求 解：

sin sinlim lim(1 ) 1
x x

x x x
x x 


   ；

若用罗必塔法则，有
sinlim lim(1 cos )

x x

x x x
x 


  不存在。

【例 14】求
0 0

ln(1 sin ) sinlim lim 1
tan tanx x

x x x x
x x x x 


  （若用罗必塔法则，比较繁琐。）

注 1、 L.Hospital 法则只是求未定式极限的一种有效方法，是充分条件，当定理的条件满足时，

所求的极限存在或为∞，当定理的条件不满足时，主要是指（3）不成立，即导数之比的极限不易求

出，或不存在但不∞，函数之比的极限未必不存在，此时 L.Hospital 法则：“失效”。

1 10 ,sin ,cos ,sin ,cosx x x x
x x

 若出现 时 或 时 ，不宜使用罗必塔法则。

2、L.Hospital 法则只能对
0
0




与 这两种基本未定式才可直接应用，其它类型的未定式必须先

转化。

3、L.Hospital 法则与等价无穷小的代换结合使用效果会更好。

4、可考虑进行恒等变形或引入适当的变量代换，以简化计算。

练习：1、

1

lim x( 1)x
x

e




1
1

2

1

2

1( )1 x= lim lim 11
x

x
x

x x
x

ee
 


 


；

2、
sinlim
cosx

x x
x x




1 coslim
1 sinx

x
x





不存在，但是

sin1sinlim lim 1coscos 1 1
x x

x
x x x

xx x
x

 


 

  

复习思考题、作业题：

思考题：设
( )lim
( )
f x
g x

是不定型极限，如果
( )
( )

f x
g x



的极限不存在，是否
( )
( )
f x
g x

的极限也一定不

存在？举例说明.（不一定）
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下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 14 周 课 次 第 20 次

章 节

名 称
§3.4 函数单调性与曲线的凹凸性

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

使学生掌握用导数判断函数的单调性的方法；利用单调性证明不等式。

教 学

方 法
讲 授

教 学

重 点

难 点

重点：判断函数的单调性、证明不等式。

难点：利用单调性证明不等式。

教学步骤及内容：

一、函数单调性的判定法

单调函数是函数中的一个重要部分，从图形上看，单调增加（减少）函数是一条沿 x轴正向上

升（下降）的曲线，曲线上各点处切线斜率都是非负的（非正的），即

)()0)((,0)( xfyxfyxfy  单增，则 0)(  xfy ，若 )(xfy  单

减，则 0)(  xfy 。反过来 能否用导数的符号来判定函数的单调性呢？

定理 1 设函数 ( )y f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导。

1）若在 ( , )a b 内 ( ) 0f x  ，那么函数 ( )y f x 在 ],[ ba 上严格单调增加；

2）若在 ( , )a b 内 ( ) 0f x  ，那么函数 ( )y f x 在 ],[ ba 上严格单调减少。

证明：因为 )(xfy  在 ],[ ba 上满足 Lagrange 中值定理的条件，所以在 ],[ ba 内任取两点

)(, 2121 xxxx  ，有

))(()()( 1212 xxfxfxf  

从而当 ( ) 0f x  时，由 2 1x x 可得 2 1( ) ( )f x f x ，即 ( )f x 在 ],[ ba 上严格单调增加；当 ( ) 0f x 

时，由 2 1x x 可得 2 1( ) ( )f x f x ，即 ( )f x 在 ],[ ba 上严格单调减少。

注：1、 ],[ ba 可换成其它任何区间，包括无穷区间，结论成立。

2、函数的单调性是一个区间上的性质，要用导数在这一区间上的符号来判定，而不能用一点处的

导数符号来判别一个区间上的单调性．
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【例 1】 判定函数 yxsin x 在[0 2]上的单调性
解 因为在(0 2)内 y1cos x 0 所以由判定法可知函数 yxcos x 在[0 2]上的单调增加

【例 2】 讨论函数 ye x x1 的单调性 （没指明在什么区间怎么办？)
解 ye x1 函数 ye x x1 的定义域为( ) 因为在( 0)内 y0 所以函数 ye x x1 在

( 0] 上单调减少 因为在(0 )内 y0 所以函数 ye x x1 在[0 )上单调增加

【例 3】
3 2y x讨论 的单调性。

解：函数的定义域为 ( , )  。当 0x  时，函数的导数为
3

2
3

y
x

  ；当 0x  时，函数的导

数不存在，所以

在 ( ,0) 内，
3 20 ( ,0]y y x    在 上单调减少；

在 (0, ) 内，
3 20 (0, )y y x    在 上单调增加。

一般地，若函数在其定义域的某个区间内是单调的，则该区间称为函数的单调区间.

导数等于零的点和不可导点，可能是单调区间的分界点．

单 调 区 间 的 求 法 ： ( ) 0 ( )f x f x 用方程 的根及 不存在的点 ，

( ) ,f x来划分函数 的定义区间 .然后判断区间内导数的符号

【例 4】 确定函数 f(x)2x39x212x3 的单调区间
解 这个函数的定义域为:( )

函数的导数为:f (x)6x2 18x 12  6(x1)(x2) 导数为零的点有两个 x1 1、x2 2
列表分析

( 1] [1 2] [2 )
f (x)   
f(x) ↗ ↘ ↗

所以函数 f(x)在区间( 1]和[2 )内单调增加 在区间[1 2]上单调减少
【例 5】 讨论函数 yx3的单调性
解 函数的定义域为 ( )

函数的导数为 y3x2  除当 x0 时 y0 外 在其余各点处均有 y0 因此函数

yx 3在区间( 0]及[0 )内都是单调增加的 从而在整个定义域 ( )内是单调增加的 在 x0
处曲线有一水平切线

一般地 如果 f (x)在某区间内的有限个点处为零 在其余各点处均为正（或负）时 那么 f(x)在
该区间上仍旧是单调增加（或单调减少）的

【例 6】证明：当 1x  时，
12 3x
x

  。

证 明 ： 令
1( ) 2 (3 )f x x
x

   , 则 2 2

1 1 1( ) ( 1)f x x x
x xx

     ， 由 于

1( ) 2 (3 )f x x
x

   在[1, ) 连续，在 (1, ) 内 ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在[1, ) 上严格单调增
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加 。 即 当 1x  时 ， ( ) (1)f x f ， 而 (1) 0f  故 ( ) 0f x  ， 即 证 当 1x  时 ，

1( ) 2 (3 ) 0f x x
x

    。

【例 7】证明方程
5 1 0x x   在区间 ( 1,0) 内有且只有一个实数根。

证明：设
5( ) 1f x x x   ，显然 ( )f x 在[ 1,0] 连续，且 ( 1) 1 0f     ， (0) 1 0f   。由

零点定理， ( )f x 在区间 ( 1,0) 内至少有一个零点。另一方面，对于 x R  ，有
4( ) 5 1 0,f x x   

所以 ( )f x 在 ( , )  内单调递增，因此，曲线 ( )y f x 与 x轴至多有一个交点。

综上所述，方程
5 1 0x x   在区间 ( 1,0) 内有且只有一个实数根。

二、曲线的凹凸性与拐点

在研究函数曲线的变化时，了解函数的单调性和极值是很重要的，但这并不能完全反映其变化

规律。如函数
2xy  和 xy  在  1,0 上的曲线，都是单调增加的，但它们图形的差别是明显的。

下面我们利用导数研究曲线的凹凸性及判别法。

定义 1 设 f(x)在区间 I上连续 如果对 I上任意两点 x 1 x 2 恒有

2
)()()

2
( 2121 xfxfxxf 


  

那么称 f(x)在 I上的图形是(向上)凹的(或凹弧) 如果恒有

2
)()()

2
( 2121 xfxfxxf 


 

那么称 f(x)在 I上的图形是(向上)凸的(或凸弧)
定义 1 设函数 yf(x)在区间 I上连续 如果函数的曲线位于其上任意一点的切线的上方，则称该

曲线在区间 I上是凹的；如果函数的曲线位于其上任意一点的切线的下方，则称该曲线在区间 I上是

凸的

定理 2 设 )(xf 在 ],[ ba 上连续 在(a b)内具有一阶和二阶导数 那么

(1)若在 ),( ba 内 0)(  xf  则 )(xf 在 ],[ ba 上的图形是凹的

x1 x 2

y

xO
2

21 xx 

 2
21 xxf 

2
)()( 21 xfxf 

f(x2)f(x1)

x1 x 2

y

xO
2

21 xx 

 2
21 xxf 

2
)()( 21 xfxf 

f(x2)f(x1)
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(2)若在 ),( ba 内 0)(  xf  则 )(xf 在 ],[ ba 上的图形是凸的

简要证明 只证(1) 设 21  , xx [a b] 且 x1x2 记 2
21

0
xxx 

 

由拉格朗日中值公式 得

2
)())(()()( 21

101101
xxfxxfxfxf    011 xx  

2
)())(()()( 12

202202
xxfxxfxfxf    220 xx  

两式相加并应用拉格朗日中值公式得

2
)]()([)(2)()( 12

12021
xxffxfxfxf  

0
2

))(( 12
12 




xxf   21   

即 )
2

(
2

)()( 2121 xxfxfxf 


  所以 f(x)在[a b]上的图形是凹的

注：定理对于不是闭区间也成立。

【例 8】 判定曲线 y= xln 的凹凸性。

解：函数的定义域为 ),0(  ， 2

1'',1'
x

y
x

y 

当 x>0 时 0'' y ，故 y=lnx 在 ),0(  内是向下凹的。

【例 9】 判断曲线 3xy  的凹凸性

解 y3x 2 y6x  由 y0 得 x0
因为当 x<0 时 y<0 所以曲线在( 0]内为凸的
因为当 x>0 时 y>0 所以曲线在[0 )内为凹的
定义 2 连续曲线 yf(x)上凹弧与凸弧的分界点称为这曲线 yf(x)的拐点

定理 2（拐点的必要条件） 若点 ) )( ( 0,0 xfx 为曲线 )(xfy  的拐点，且在 0x 处二阶导数存

在，则 0)( 0  xf ．

定理 3 设 0)( 0  xf ，且 )(xf  在 0x 的左、右两侧分别有确定的符号，并且符号相反，则

))(,( 00 xfx 是曲线的拐点，若符号相同，则 ))(,( 00 xfx 不是拐点．

由于拐点是曲线凹向的分界点，则在拐点两侧近旁必 )('' xf 异号。故拐点 0x 横坐标只能是使

0)('' xf 的点或是 )('' xf 不存在的点。所以可得其求法：

设函数 y=f(x)在(a,b)连续：

1)先求出 )('' xf ，找出在(a,b)内使 0)('' xf 的点和 )('' xf 不存在的点；

2)用上述点将(a,b)分成若干小区间，在每个小区间上考察 )('' xf 的符号；

3)若在某点 ix 两侧近旁异号，则该点是拐点，否则不是。
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【例 10】 求曲线 y2x 33x 22x14 的拐点

解 y6x 26x12 )
2
1(12612  xxy 。令 y0 得

2
1x 

因为当
2
1x 时 y0 当

2
1x 时 y0所以点(

2
1 

2
120 )是曲线的拐点

【例 11】 求曲线 y3x 44x 31 的拐点及凹、凸的区间
解 (1)函数 y3x 44x 31 的定义域为( )

(2) 23 1212 xxy   )
3
2(362436 2  xxxxy 

(3)解方程 y0 得 01x 
3
2

2 x 

(4)列表判断

在区间( 0]和[2/3 )上曲线是凹的 在区间[0 2/3]上曲线是凸的 点(0 1)和(2/3 11/27)是曲

线的拐点

【例 12】讨论曲线
1xy
x


 的凹凸性及拐点。

解：由 3

2y
x

  可知没有二阶导数为零的点。函数的定义域为 ( ,0) (0, )   ，讨论如下：

1）当 ( ,0)x  时， 0y  ，曲线的凸的；

2）当 (0, )x  时， 0y  ，曲线的凹的；

由于 0x  不在定义域内，所以曲线无拐点。

【例 13】问曲线
4y x 是否有拐点？

解： y4x 3 y12x 2令 0y  ，得 0x  ；

当 x 0 时 y>0 在区间( )内曲线是凹的 因此曲线无拐点

【例 14】求曲线 3y x 的拐点．

解 3y x 在 ),(  内连续．当 0x 时， 3
5

3
2

9
2  ,

3
1 

 xyxy ；

当 0x 时， 0y ， yy , 不存在．但是 0x 是 y 不存在的点，把定义域分成两个区间：

( ,0), (0, )  。

在 )0,( 内 0y ，曲线是凸的，在 ),0(  内 0y ，曲线是凹的，所以 )0,0( 是曲线的拐

( 0) 0 (0 2/3) 2/3 (2/3 )

f (x)  0  0 

f(x)  1  11/27 
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点．

练习：证明：当 0x 时， )1ln( xx  。

证明：令 0
11

11)()1ln()( 






x
x

x
xfxxxf

所以，当 0x 时， 0)(  xf ，所以 )(xf 为严格递增的

0)01ln(0)0()(  fxf ，所以 )1ln( xx  。

思考题：若 0)0( f ，是否能断定 )(xf 在原点的充分小的邻域内单调递增？ 解答：不能断

定。例如












0,0

0,1sin2
)(

2

x

x
x

xx
xf ，

 )0(f )1sin21(lim
0 x

x
x 




01 ，但是

0,1cos21sin41)(  x
xx

xxf ，当

)
2
12(

1




k
x 时，

0
)

2
12(

41)( 



k

xf ；当
k

x
2

1
 时， 01)(  xf 。

注意， k可以任意大，故在 00 x 点的任何邻域内， )(xf 都不单调递增．

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 15 周 课 次 第 21 次

章 节

名 称
§3.5 函数的极值与最值

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

1、使学生理解函数极值的概念，掌握求函数极值的方法。

2、使学生掌握函数最大值和最小值的求法及其简单应用。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：求函数的极值

难点：求函数的极值

教学步骤及内容：

引言：复习函数单调性判别法

讲解新课：

一、函数的极值及其求法

上节[例 3]中，用 X=-1，和 X=1 两点将
33)( xxxf  的定义域（-∞，+∞）分为三小区间（-

∞，-1），[-1，1]， ),1[  ，使用 )(xf 分别在这三个小区间上单减，单增，单减（见图），从图中

不难看出，在 X=-1 的一个较小范围内， )(xf 在 X=1 点的最小区间都是虑的局部情况，而不是整体，

这就是将讨论的极值。

定义 1：设函数 )(xf 在点 0x 的某邻域 )( 0xU 上有定义，若对 )( 0xUx


 有 )()( 0xfxf  ，

（ )()( 0xfxf  ）则称 0x 是 )(xf 的极大值点（极小值点）， )( 0xf 就是 )(xf 的极大值（极小值）。

函数的极大值与极小值统称为函数的极值 使函数取得极值的点称为极值点

说明：函数的极大值和极小值概念是局部性的 如果 )( 0xf 是函数 )(xf 的一个极大值 那只是就

0x 附近的一个局部范围来说  )( 0xf 是 )(xf 的一个最大值 如果就 )(xf 的整个定义域来说 

)( 0xf 不一定是最大值 对于极小值情况类似

极值与水平切线的关系 在函数取得极值处 曲线上的切线是水平的 但曲线上有水平切线的地

方 函数不一定取得极值.

由费马引理可得

定理 1（极值的必要条件）： 若函数 )(xf 在 0x 点可导，且 0x 点取得极值，则 0)( 0  xf 。

注： 1、一般地， )(xf  在 0xx  处有 0)( 0  xf ，就称 0x 为 )(xf 的驻点或稳定点，上定理 1 即

是可导函数的极点必为驻点。

2、驻点未必是极点，及例：
3)( xxf  在 x =0 处的情况。
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3、定理 1 只对可导函数而言，对导数不存在的点，函数也可能取及极值，例： )(xf =∣x∣，

在 x=0 点的导数不存在，但取得极小值。

如何判别 )(xf 在 x0点取得极值，有下二个定理：

定理 2（第一充分条件），若函数 )(xf 在 )( 0xU 内可导，且 0)( 0  xf 。

一、 若当 0xx  时 ,0)(  xf 而 0xx  时 ,0)(  xf 则 )( 0xf 是极大值。

一、 若当 0xx  时 ,0)(  xf 而 0xx  时 ,0)(  xf 则 )( 0xf 是极小值。

一、 若当 0xx  及 0xx  时均有 0)(  xf （或均有 0)(  xf ），则 )( 0xf 不是极值。

注：定理条件改为：若函数 )(xf 在 )( 0xU


可导（ )( 0xf  可以不存在），其他条件不变定理也成

立。

求极值的步骤：

3、求出导数 )(xf  ；

4、求出 )(xf 的全部驻点和不可导点；

5、按照定理 2 考察每个驻点和不可导点左右两侧导数的符号，确定是否为极值点。

6、求出各极值点处的函数值，即得 )(xf 的全部极值。

【例 1】求函数 3 2)1()4()(  xxxf 的极值

解(1) f(x)在( )内连续 除 x1外处处可导 且 3 13
)1(5)(



x
xxf 

(2)令 f (x)0 得驻点 x1 x1为 f(x)的不可导点
(3)列表判断

x ( 1) 1 (1 1) 1 (1 )
f (x)  不可导  0 
f(x) ↗ 0 ↘ 3 43

↗

(4)极大值为 f(1)0 极小值为 3 43)1( f 

当 )(xf 在驻点处的二阶导数存在且不为零时，则有以下定理：

定理 3（第二充分条件）设 )(xf 在 0x 的某邻域内一阶可导，在 0x 处具有二阶导数，且

0)( 0  xf ， 0)( 0  xf ，那么

5、若 0)( 0  xf ，则 )(xf 在 0x 点取得极大值；

6、若 0)( 0  xf ，则 )(xf 在 0x 点取得极小值。

证明 在情形(1) 由于 f (x0)0按二阶导数的定义有

0)()(lim)(
0

0
0

0







 xx
xfxfxf

xx


根据函数极限的局部保号性 当 x 在 x0的足够小的去心邻域内时
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0)()(
0

0 



xx
xfxf 

但 f (x0)0 所以上式即 0)(
0




xx
xf 

从而知道 对于这去心邻域内的 x来说 f (x)与xx0符号相反 因此 当 xx00即xx0时 f (x)0 当

xx00即 xx0时 f (x)0 根据定理 2 f(x)在点 x0处取得极大值 类似地可以证明情形(2)

定理 3 表明 如果函数 f(x)在驻点 x0处的二导数 f (x0) 0 那么该点 x0一定是极值点 并且可以

按二阶导数 f (x0)的符来判定 f(x0)是极大值还是极小值 但如果 f (x0)0 定理 3就不能应用。

【例 2】 求函数
2 3( ) ( 1) 1f x x   的极值。

解：
2 2 2 2( ) 3( 1) 2 6 ( 1)f x x x x x     ，令 ( ) 0f x  ，可得

0, 1, 1x x x    ；
2 2( ) 6( 1)(5 1)f x x x   

由于 (0) 6 0f    ，由定理 3可知 )(xf 在 0x 处取得极小值，极小值为 0；

由于 ( 1) (1) 0f f    ，定理 3不能应用，但是 ( )f x 在 1x   处左右两值不变号，所以由定理 2

可知， )(xf 在 1x 处没有极值（如 P158：图 3-15）。

【例 3】讨论
2( ) ln( 1)f x x  的极值点。

解： 2

2( )
1
xf x

x
 


，可见 )(xf 在

2 1 0x   内可微，且无驻点，也无使 ( )f x 不存在的点，所

以此函数无极值。

二、最大值最小值问题

在工农业生产、工程技术及科学实验中 常常会遇到这样一类问题 在一定条件下 怎样使“产

品最多”、“用料最省”、“成本最低”、“效率最高”等问题 这类问题在数学上有时可归结为求某一

函数（通常称为目标函数）的最大值或最小值问题
极值与最值的关系
设函数 f(x)在闭区间[a b]上连续 则函数的最大值和最小值一定存在 函数的最大值和最小值

有可能在区间的端点取得 如果最大值不在区间的端点取得 则必在开区间(a b)内取得 在这种情

况下 最大值一定是函数的极大值 因此 函数在闭区间[a b]上的最大值一定是函数的所有极大值

和函数在区间端点的函数值中最大者 同理 函数在闭区间[a b]上的最小值一定是函数的所有极小

值和函数在区间端点的函数值中最小者
最大值和最小值的求法

9）求出 )(xf 的全部驻点和不可导点；

10） 求出 )(xf 每个驻点、不可导点和端点的函数值；

11） 比较得出最大值与最小值。

【例 4】 求函数 f(x)|x23x2|在[3 4]上的最大值与最小值
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解




 )2 ,1(       23

]4 ,2[]1 ,3[         23)( 2

2

xxx
xxxxf 







)2 ,1(      32
)4 ,2()1 ,3(         32)( xx

xxxf

在(3 4)内 f(x)的驻点为
2
3x  不可导点为 x1和 x2

【例 5】 工厂铁路线上 AB段的距离为 100km 工厂 C距 A处为 20kmAC垂直于 AB 为了运

输需要 要在AB线上选定一点D向工厂修筑一条公路 已知铁路每公里货运的运费与公路上每公里

货运的运费之比 3:5 为了使货物从供应站 B运到工厂 C的运费最省 问 D点应选在何处？

解 设 ADx (km) 则 DB100x  2220 xCD  2400 x 
设从 B点到 C点需要的总运费为 y 那么

y5kCD3kDB (k是某个正数)

即 24005 xky  3k(100x) (0x100)

现在 问题就归结为 x 在[0 100]内取何值时目标函数 y的值最小
先求 y对 x的导数

)3
400

5(
2





x
xky  2400 xCD 

解方程 y0 得 x15(km)

由于 y|x  0 400k  y|x  15 380k  2100 5
11500|  ky x  其中以 y|x  15380k 为最小  因此当

ADx15km时 总运费为最省
注意 f(x)在一个区间(有限或无限 开或闭)内可导且只有一个驻点 x0  并且这个驻点 x0 是函数

f(x)的极值点 那么 当 f(x0)是极大值时 f(x0)就是 f(x)在该区间上的最大值 当 f(x0)是极小值时 f(x0)
就是 f(x)在该区间上的最小值

应当指出 实际问题中 往往根据问题的性质就可以断定函数 f(x)确有最大值或最小值 而且一

定在定义区间内部取得 这时如果 f(x)在定义区间内部只有一个驻点 x0 那么不必讨论 f(x0)是否是极

值 就可以断定 f(x0)是最大值或最小值

f(x 0)

O a x 0 b x

yf(x )

y

f(x 0)

O a x 0 b x

yf(x )

y

D

C

20km

A B
100km

D

C

20km

A B
100km
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【例 6 】 把一根直径为 d 的圆木锯成截面为矩形的梁 问矩形截面的高 h和宽 b应如何选择才

能使梁的抗弯截面模量W ( 2
6
1 bhW  )最大?

解 b 与 h 有下面的关系
h 2d 2b 2

因而 )(
6
1 22 bdbW  (0<b<d)

这样W就是自变量 b的函数 b的变化范围是(0 d)
现在 问题化为 b等于多少时目标函数W 取最大值？为此 求W对 b 的导数

)3(
6
1 22 bdW  

解方程W 0得驻点 db
3
1 

由于梁的最大抗弯截面模量一定存在 而且在(0 d)内部取得 现在 函数 )(
6
1 22 bdbW  在(0 d)

内只有一个驻点 所以当 db
3
1 时W 的值最大 这时

222222
3
2

3
1 dddbdh  

即 dh
3
2 

1:2:3:: bhd 
解 把W表示成 b的函数

2
6
1 bhW  )(

6
1 22 bdb  (0<b<d)

由 0)3(
6
1 22  bdW 得驻点 db 13 

由于梁的最大抗弯截面模量一定存在 而且在(0 d)
内部取得 现在函数W在(0 d)内只有一个驻点 db 13 

所以当 db 13 时 抗弯截面模量W最大 这时 dh
3
2 

【例 7】 某房地产公司有 50 套公寓要出租，当租金定为每月 180 元时，公寓会全部租出去．当

租金每月增加 10 元时，就有一套公寓租不出去，而租出去的房子每月需花费 20 元的整修维护费．试

问房租定为多少可获得最大收入？

解 设房租为每月 x元，租出去的房子有 





 


10
18050 x

套，每月总收入为

)(xR )20(  x 





 


10
18050 x







 

10
68)20( xx ，














 

10
1)20(

10
68)( xxxR

5
70 x



0)(  xR 350 x （唯一驻点）

d h

b
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故每月每套租金为 350 元时收入最高.最大收入为







 

10
35068)20350()(xR )(10890 元 。

2

2

8 ,

,

( ) ( 2 ) ( )
2

( ) 2( 2 ) 2 ( 2 )
( 2 )( 6 )

( ) 0 ( )
2 6

( ) 0 (0)
6

a

x

aV x a x x a x

V x a x x a x
a x a x

a aV x x x

aV V

   

     
  

   

  

 

  

   

     

    

  





例 有一边长为 的正方形铁片 在每个角上剪去同样大小的正方形

 用余下的铁片做成个开口盒子,问剪去的正方形边长为我少时?所

 做盒子容积最大?

解 设剪去小正方形的边长为

 由题意得:

令 得 舍去

3

3

( ) 0 ( )
2 6 27

2,
6 27

a a aV V a

ax a

 

 

  

当正方形边长为 时 所做盒子容积最大,最大容积为

小结：极值是函数的局部性概念，因此函数的极大值可能小于极小值,极小值可能大于极大值；

驻点和不可导点统称为临界点. 函数的极值必在临界点处取得；极值的判别法




第二充分条件

第一充分条件

要注意使用条件。

注意最值与极值的区别。

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记



《高等数学》教案

104

授课时间 第 15 周 课 次 第 22 次

章 节

名 称
§4.1 不定积分的概念与性质

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
2

教 学

目 的

要 求

掌握原函数与不定积分的概念及性质；基本积分公式.

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：基本积分公式的推导及应用.

难点：基本积分公式的推导及应用.

教学步骤及内容：

一、原函数与不定积分的概念

定义 1 如果在区间 I上 可导函数 F(x)的导函数为 f(x) 即对任一 xI 都有

F (x)f(x)或 dF(x)f(x)dx
那么函数 F(x)就称为 f(x)(或 f(x)dx)在区间 I上的原函数

例如 因为(sin x)cos x  所以 sin x 是 cos x 的原函数

又如当 x (1 )时 因为
x

x
2

1)(   所以 x是
x2

1 的原函数

提问: cos x和
x2

1 还有其它原函数吗？

原函数存在定理 如果函数 f(x)在区间 I上连续 那么在区间 I上存在可导函数 F(x) 使对任一

x I 都有

F (x)f(x)
简单地说就是 连续函数一定有原函数
两点说明
第一 如果函数 f(x)在区间 I上有原函数 F(x) 那么 f(x)就有无限多个原函数 F(x)C都是 f(x)的

原函数 其中 C是任意常数
第二  f(x)的任意两个原函数之间只差一个常数  即如果 (x)和 F(x)都是 f(x)的原函数  则

(x)F(x)C (C为某个常数)
定义 2 在区间 I上 函数 f(x)的带有任意常数项的原函数称为 f(x)(或 f(x)dx )在区间 I上的不

定积分 记作  dxxf )( 

其中记号  称为积分号 f(x)称为被积函数 f(x)dx称为被积表达式 x 称为积分变量

根据定义  如果 F(x)是 f(x)在区间 I 上的一个原函数  那么 F(x)C 就是 f(x)的不定积分 即

  CxFdxxf )()( 
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因而不定积分 dxxf )( 可以表示 f(x)的任意一个原函数

【例 1】 因为
2

3

)
3

( xx
 ， 得   Cxdsx

3

3
2

；

【例 2】 求函数
x

xf 1)(  的不定积分

解：当 x>0 时(ln x)
x
1  Cxdx

x
 ln 1 (x>0)

当 x<0 时[ln(x)]
xx
1)1(1 


  Cxdx

x
 )ln( 1 (x<0)

合并上面两式得到 Cxdx
x

 ||ln 1 (x0)

【例 3】 设曲线通过点(1 2) 且其上任一点处的切线斜率等于这点横坐标的两倍 求此曲线的方

程

解 设所求的曲线方程为 yf(x) 按题设 ' 2y x ，所以

22y xdx x C   ， 1| 2 1xy C  代入 设

于是所求曲线方程为 yx21
积分曲线 函数 f(x)的原函数的图形称为 f(x)的积分曲线
从不定积分的定义 即可知下述关系

  )(])([ xfdxxf
dx
d  或   dxxfdxxfd )(])([ 

又由于 F(x)是 F (x)的原函数 所以

  CxFdxxF )()(  或记作   CxFxdF )()( 

由此可见 微分运算（以记号 d表示）与求不定积分的运算（简称积分运算 以记号  表示）是

互逆的 当记号  与 d 连在一起时 或者抵消 或者抵消后差一个常数

12） 基本积分表（P188）

(1) Ckxkdx  (k是常数)(2) Cxdxx 


  1
1

1 




(3) Cxdx
x

 ||ln1  (4) Cedxe xx  

(5) C
a
adxa
x

x  ln
  (6) Cxxdx  sincos 

(7) Cxxdx  cossin  (8) Cxxdxdx
x

  tansec
cos

1 2
2 

(9) Cxxdxdx
x

  cotcsc
sin

1 2
2  (10) Cxdx

x


 arctan
1

1
2 



《高等数学》教案

106

(11) Cxdx
x




 arcsin
1

1
2

 (12) Cxxdxx  sectansec 

(13) Cxdxx  csccotcsc  (14) Cxdxx  ch  sh 

(15) Cxdxx  sh  ch 

【例 4】   dxxdx
x

3
3

1 C
x

Cx 


 
2

13
2
1

13
1 

【例 5】   dxxdxxx 2
5

2 Cx 



1

2
5

1
2
5
1 Cx  2

7

7
2 Cxx  3

7
2 

【例 6】 


 dxx
xx

dx 3
4

3 Cx 





1
3
4

1
3
4

Cx 


3
1

3 C
x
 3

3 

三、不定积分的性质

性质 1 函数的和的不定积分等各个函数的不定积分的和 即

  dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([ 

这是因为, ])([])([])()([   dxxgdxxfdxxgdxxf f(x)g(x).

性质 2 求不定积分时 被积函数中不为零的常数因子可以提到积分号外面来 即

  dxxfkdxxkf )()( (k是常数 k 0)

【例 7】   dxxxdxxx )5()5( 2
1

2
5

2

  dxxdxx 2
1

2
5

5   dxxdxx 2
1

2
5

5 Cxx  2
3

2
7

3
25

7
2



【例 8】 dx
xx

xdx
x

xxxdx
x
x )133(133)1(

22

23

2

3




C
x

xxxdx
x

dx
x

dxdxx   1||ln33
2
11133 2

2 

【例 9】   xdxdxedxxe xx cos3)cos3( Cxex  sin3 

【例 10】 CeC
e
edxedxe

xxx
xxx 


  2ln1

2
)2ln(

)2()2(2 

【例 11】 dx
xx

dx
xx
xxdx

xx
xx )1

1
1(

)1(
)1(

)1(
1

22

2

2

2









 

Cxxdx
x

dx
x




  ||lnarctan1
1

1
2 

【例 12】 dx
x
xxdx

x
xdx

x
x  





 2

22

2

4

2

4

1
1)1)(1(

1
11

1

  



 dx

x
dxdxxdx

x
x 2

2
2

2
1

1)
1

11(
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Cxxx  arctan
3
1 3 

【例 13】   dxxdxdxxdxx 222 sec)1(sectan  tan x  x  C 

【例 14】   dxxdxxdxx )cos1(
2
1

2
cos1 

2
sin2 Cxx  )sin(

2
1 

【例 15】 Cxdx
x

dxxx   cot4
sin

14

2
cos

2
sin

1
222



【例 16】 2'(sin ) cos ( )f x x f x设 求

2 2'(sin ) cos 1 sinf x x x  解 ；
2'( ) 1f u u  

2 31( ) '( ) (1 )
3

f u f u du u du u u C       
31( )

3
f x x x C   

【例 17】
2

1 3'( ) (1) arcsin
21

f x f x
x

   


若 且 证明 f(x)=

2

1'( )
1

f x
x




证

2

1( ) '( ) arcsin
1

f x f x dx dx x C
x

    


 

3 (1) arcsin1
2

f C c      ( ) arcsinf x x  

复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 16 周 课 次 第 23 次

章 节

名 称
§4.2 换元积分法

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

使学生掌握不定积分的第一换元积分法以及第二换元积分法

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：第一换元积分法以及第二换元积分法的应用

难点：第二换元积分法的应用

教学步骤及内容：

一、第一类换元法（凑微分法）

设 f(u)有原函数 F(u) u(x) 且(x)可微 那么 根据复合函数微分法 有

d F[(x) ]d F(u)F (u)d u F [(x) ] d(x) F [(x) ](x)d x 
所以 F [(x)](x)dx F [(x)] d(x) F (u)d u d F(u)d F[(x) ]

因此   )()]([)()]([ xdxFdxxxF 

  )()( udFduuF CxFxdF   )]([)]([  

即 )(])([)()]([)()]([ xuduufxdxfdxxxf   

[F(u) C] u  (x)  F[(x)]C
定理 1 设 f(u)具有原函数 u(x)可导 则有换元公式

  CxFCuFduufxdxfdxxxf )]([)()()()]([)()]([  

被积表达式中的 dx 可当作变量 x的微分来对待 从而微分等式(x)dx du可以应用到被积表达

式中

在 求 积 分  dxxg )( 时  如 果 函 数 g(x) 可 以 化 为 g(x)  f[(x)]  (x) 的 形 式  那 么

 dxxg )( )(])([)()]([ xuduufdxxxf    

【例 1】   dxxxxdx )2(2cos2cos2  )2(2cos xxd

Cuudu   sincos sin 2xC 

【例 2】 dxx
x

dx
x  





)23(

23
1

2
1

23
1  


 )23(

23
1

2
1 xd

x
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Cudx
u

  ||ln
2
11

2
1 Cx  |23|ln

2
1 

【例 3.】   duexdedxxedxxe uxxx )()(2 22 222 CeCe xu  2 

【例 4】 22222 1
2
1)(1

2
11 dxxdxxxdxxx  

Cuduuxdx   2
3

2
1

22
3
1

2
1)1(1

2
1

Cx  2
3

2)1(
3
1 

【例 5】   xd
x

dx
x
xxdx cos

cos
1

cos
sintan

Cudu
u

  ||ln1 ln|cos x|C 

即 Cxxdx  |cos|lntan  类似地可得 Cxxdx  |sin|lncot 

熟练之后 变量代换就不必再写出了

【例 6】 dx

a
xa

dx
xa 




 2222
)(1

111 C
a
x

aa
xd

a
xa




  arctan1
)(1

11
2



即 dx
xa  22

1 C
a
x

a
 arctan1 

【例 7】 当 a0 时,







dx

a
xa

dx
xa 222

)(1

111 C
a
x

a
xd

a
x




  arcsin
)(1

1
2



即 dx
xa

 22
1 C

a
x  arcsin 

【例 8】  






dx

axaxa
dx

ax
)11(

2
11

22 ]11[
2
1   




 dx
ax

dx
axa

])(1)(1[
2
1   





 axd

ax
axd

axa

Caxax
a

 |]|ln||[ln
2
1 C

ax
ax

a



 ||ln

2
1 

即 dx
ax  22

1 C
ax
ax

a



 ||ln

2
1 

【例 9】  





 x
xd

x
xd

xx
dx

ln21
)ln21(

2
1

ln21
ln

)ln21(

Cx  |ln21|ln
2
1 

【例 10】   xdexdedx
x

e xx
x

3
3
22 33

3
Ce x  3

3
2 

含三角函数的积分
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【例 11】   xdxxxdx sinsinsin 23   xdx cos)cos1( 2

  xxdxd coscoscos 2 Cxx  3cos
3
1cos 

【例 12】   xxdxxdxx sincossincossin 4252

  xdxx sin)sin1(sin 222

  xdxxx sin)sinsin2(sin 642

Cxxx  753 sin
7
1sin

5
2sin

3
1 

【例 13】 dxxxdx  
2

2cos1cos2 )2cos(
2
1   xdxdx

  xxddx 22cos
4
1

2
1 Cxx  2sin

4
1

2
1 

【例 14】 dxxxdx 224 )(coscos     dxx 2)]2cos1(
2
1[

  dxxx )2cos2cos21(
4
1 2

  dxxx )4cos
2
12cos2

2
3(

4
1

Cxxx  )4sin
8
12sin

2
3(

4
1

Cxxx  4sin
32
12sin

4
1

8
3 

【例 15】   dxxxxdxx )5cos(cos
2
12cos3cos

Cxx  5sin
10
1sin

2
1 

【例 16】   dx
x

xdx
sin

1csc  dxxx
2

cos
2

sin2
1

Cx
x

xd
xx

xd
  |

2
tan|ln

2
tan

2
tan

2
cos

2
tan

2
2

ln |csc x cot x |C 

即  xdxcsc ln |csc x cot x |C 

【例 17】   dxxxdx )
2

csc(sec  Cxx  |)
2
 cot()

2
 csc(|ln 

ln |sec x  tan x |  C

即  xdxsec ln |sec x  tan x |  C
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练习：

1、
3

4 2 2 21 1

x x x x

x x x x

e e e edx dx
e e e e





 


    

2
( ) arctan( )

1 ( )

x x
x x

x x
d e e e e C
e e







   

  。

2、
1 cos 1 ( sin ) ln | sin |

sin sin
x dx d x x x x C

x x x x


    
  

3、 2 2

1 ln 1 1( ln )
( ln ) ( ln ) ln

x dx d x x C
x x x x x x


    

4、   xxdxxdxx sincossincossin 4252   xdxx sin)sin1(sin 222

  xdxxx sin)sinsin2(sin 642 Cxxx  753 sin
7
1sin

5
2sin

3
1

5、   dxxxxdxx )5cos(cos
2
12cos3cos Cxx  5sin

10
1sin

2
1

二、第二类换元法

第一类换元法，是选择恰当的 ( )u x ， ( )du x dx 将积分

[ ( )] ( )f x x dx  变换成 ( )f u du ，在找 ( )f u 的原函数，即可计算出积分 [ ( )] ( )f x x dx  。反

过来，对积分 ( )f x dx ，也可以令 ( )x t ，则 ( )dx t dt  ，于是 ( ) [ ( )] ( ) ,f x dx f t t dt   
如果 [ ( )] ( )f t t dt   容易求得，且 ( )x t 的反函数存在，即可求得原积分。这种方法就是第二类

换元法。

定理 2 设 ( )x u 在 [ , ]  严格单调且可导， '( ) 0u  ，又设  ( ) '( )f u u  具有原函数

( )F u ，则换元公式

1( ) [ ( )]f x dx F x c  

其中
1( )u x  是 ( )x u 的反函数。

证明：    1 1[ ( )] ( ) '( ) ( ) ( )
'( )

d dF duF x f u u f u f x
dx du dx u

   


    

【例 18】
1

1
dx

x 求 。
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解：
2 2t x x t dx tdt  设 ，代入原积分，得

1 2 1 1 12 2 2
1 1 11
t tdx dt dt dt

t t tx
 

   
      

2 2ln |1 | 2 2 ln |1 |t t C x x C       

【例 19】 求 dxxa  22 (a>0)

解: 设 xa sin t 
2
 

2
   t  那么 22 xa  tataa cossin222  

dx a cos t d t  于是

  tdtatadxxa coscos22

2 2 2 21 cos 2 1 1cos ( sin 2 )
2 2 4

ta tdt a dt a t t C
      

因为
a
xt arcsin ,

a
xa

a
xttt

22
2cossin22sin   所以

dxxa  22 Ctta  )2sin
4
1

2
1(2 Cxax

a
xa  22

2

2
1arcsin

2


2 2 sina x x a t 注:  令

【例 20】 求   22 ax
dx (a>0)

解法一 设 xa tan t
2
 

2
   t  那么

22 ax  taa 222 tan ta 2tan1 a sec t  dxa sec 2t d t  于是

  22 ax
dx   tdtdt

ta
ta sec

sec
sec2

 ln |sec t  tan t |C 

因为
a
axt

22
sec  

a
xt tan  所以

  22 ax
dx  ln |sec t  tan t |C C

a
ax

a
x  )ln(

22
1

22 )ln( Caxx  

其中 C 1Cln a 

2 2 tana x x a x 注: 设

解法二: 设 xa sh t  那么

  22 ax
dx C

a
xCtdtdt

ta
ta   arsh

ch 
ch 

C
a
x

a
x 








 1)(ln 2

1
22 )ln( Caxx  
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其中 C 1Cln a 

提示: 22 ax  222 atsha  a ch t  dx a ch t d t 

【例 21】 求   22 ax
dx (a>0)

解: 当 x>a 时 设 xa sec t (
2
 0  t ) sec tandx a t tdt 那么

22 ax  222 sec ata  1sec2  ta a tan t 

于是

  22 ax
dx   tdtdt

ta
tta sec

tan
tansec  ln |sec t  tan t |C 

因为
a
axt

22
tan  

a
xt sec  所以

  22 ax
dx  ln |sec t  tan t |C C

a
ax

a
x  ||ln

22
1

22 )ln( Caxx  

其中 C 1Cln a 
当 x<a 时 令 xu  则 u>a 于是

  22 ax
dx Cauu

au
du 


  )ln( 22
22

Caxx  )ln( 22
1

22 )ln( Caxx  

1
22

2

22
)ln(ln CaxxC

a
axx  

其中 C 1C2ln a 
综合起来有

  22 ax
dx Caxx  ||ln 22 

2 2: secx a x a t 注 设

例 12,13,14 所作的代换称为三角代换。一般地有

2 2 sina x x a t (1) 或者 cosx a t

2 2 tana x x a t (2) 或者 x asht

2 2(3) secx a x a t  或者 x acht

2 2 2 2sin cos 1        1 tan secx x x x   

【例 22】 求
3 41
dx

x x
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解：（倒数代换）令 2

1 1x dx dt
t t

   ，有

3 42

3 4 4 4

3 4

1
1 ( 1)
41 11 1 11

dtdx t dt d tt
x x t t

t t

 
    

  
   

4
4

4 2

1 1 1 11 1
2 2 2

xt c c c
x x


         

这种方法称为倒数变换。

【例 23】 求
1 sin

sin (1 cos )
x dx

x x



解：
2

2 2 2

2 1 2tan sin cos
2 1 1 1
x u uu x x dx du

u u u


   
  

设 ，则

2

2 2

2 2

211 sin 21
2 1sin (1 cos ) 1(1 )

1 1

u
x udx du

u ux x u
u u

 
 

 

 

21 1 1 1( 2 ) ln | |
2 4 2

u du u u u C
u

      
21 1tan tan ln | tan |

4 2 2 2 2
x x x C   

这种方法称为万能代换。

练习：

1、 2

1
2 3

dx
x x 

2 2 2

1 1 1 1( 1) arctan
( 1) 2 ( 2) ( 1) 2 2

xdx d x C
x x


    

    

2、
2

3 2

3 8 5
4 5 3
x x dx

x x x
 

  

3 2 3 2
3 2

1 ( 4 5 3) ln | 4 5 3 |
4 5 3

d x x x x x x C
x x x

        
  

3、
3

1
(1 )

dx
x x

解：
6 56 6t x x t dx t dt  设 ，
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5 2

2 3 23

1 6 6
(1 ) 1(1 )

t tdx dt dt
t t tx x

 
   

2

16 6 6 6arctan
1

dt dt t t C
t

    
  6 66 6arctanx x C  

补充公式

(16) Cxxdx  |cos|lntan 

 Cxxdx  |sin|lncot 

(18) Cxxxdx  |tansec|lnsec 

(19) Cxxxdx  |cotcsc|lncsc 

(20) C
a
x

a
dx

xa


 arctan11
22 

(21) C
ax
ax

a
dx

ax





 ||ln
2
11

22 

(22) C
a
xdx

xa



 arcsin1

22


(23) Caxx
ax

dx 
 )ln( 22

22


(24) Caxx
ax

dx 
 ||ln 22

22


复习思考题、作业题：

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 16 周 课 次 第 24 次

章 节

名 称
§4.3 分部积分法

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
4

教 学

目 的

要 求

使学生掌握不定积分的分部积分法以及特殊函数的积分

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

重点：分部积分法以及特殊函数的积分

难点：特殊函数的积分

教学步骤及内容：

设函数 uu(x)及 vv(x)具有连续导数 那么 两个函数乘积的导数公式为

(uv)uvuv 移项得 uv(uv)uv
对这个等式两边求不定积分 得

  vdxuuvdxvu  或   vduuvudv  （1）

这个公式称为分部积分公式

应用（1）的关键是如何选取函数 ( )u x 和 ( )v x ，使待求不定积分 ( )f x dx 的被积函数凑成

( ) ( ) ( )f x u x v x 的形式，而不定积分 ( ) ( )u x v x dx 不难求出。

【例 1】    xdxxxxxdxdxx sinsinsincos x sin xcos xC 

【例 2】 Cexedxexexdedxxe xxxxxx   

【例 3】   2222 dxeexdexdxex xxxx

  xxxx xdeexdxxeex 22 22  dxexeex xxx 222

x2ex2xex2exC ex(x22x2 )C

【例 4】   dx
x

xxxxdxxdxx 1
2
1ln

2
1ln

2
1ln 222

                         Cxxxxdxxx   222
4
1ln

2
1

2
1ln

2
1 

【例 5】   xxdxxxdx arccosarccosarccos dx
x

xxx  


21
1arccos

)1()1(
2
1arccos 22

1
2 xdxxx  
 Cxxx  21arccos
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一般地，对下列积分可用分部积分法：（其中 1( ), ( )n nQ x P x 为多项式函数）

（1） ( ) ( )x x
n nP x e dx P x de  ；

（2） ( )sin ( ) cosn nP x xdx P x d x   ；

（3） ( ) cos ( ) sinn nP x xdx P x d x  ；

（4） 1( )(ln ) (ln ) ( )m m
n nP x x dx x dQ x  ；（ 1( ) ( )n nQ x P x  ）

（5） 1( ) arcsin arcsin ( )n nP x xdx xdQ x  ；

（6） 1( ) arctan arctan ( )n nP x xdx xdQ x  ；

【例 6】   2arctan
2
1arctan xdxxdxx  

 dx
x

xxx 2
22

1
1

2
1arctan

2
1

 
 dx

x
xx )

1
11(

2
1arctan

2
1

2
2

Cxxxx  arctan
2
1

2
1arctan

2
1 2 

【例 7】 求 xdxex sin 

解 因为   xdexexdexdxe xxxx sinsinsinsin

  xxxx xdexexdxexe cossincossin

 xdexexe xxx coscossin

 xdexexe xxx coscossin

 xdxexexe xxx sincossin 

所以 Cxxexdxe xx  )cos(sin
2
1sin 

【例 8】 求  xdx3sec 

解 因为   xxdxdxxxdx tansecsecsecsec 23

 xdxxxx 2tansectansec   dxxxxx )1(secsectansec 2

  xdxxdxxx secsectansec 3

 xdxxxxx 3sec|tansec|lntansec 
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所以  xdx3sec Cxxxx  |)tansec|lntan(sec
2
1 

再求不定积分时，若出现如下情况：

( ) ( ) ( )     ( 1)f x dx G x k f x dx k    ，可得
1( ) ( )

1
f x dx G x c

k
 


此类积分称为循环积分。

【例 9】 sin xdx求

解：
2 2x x t dx tdt 设t= ，则

sin sin 2 2 cosxdx t tdt td x    
2 cos 2 cos 2 cos 2sint t xdx x x x C      

复习思考题、作业题：

练习：1、 2ln( 1 )x x dx 求

解：原式
2

2 2

1ln( 1 ) (1 )
1 1

xx x x x dx
x x x

    
  



2 2

2

1 1ln( 1 ) (1 )
2 1

x x x d x
x

    




2 2ln( 1 ) 1x x x x C     

2、求 dxe x  dxe x CxeCtedtte xtt   )1(2)1(22 

下次课预习要点

教 学

后 记
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授课时间 第 17-18 周 课 次 第 25-28 次

章 节

名 称
第五章 定积分

授 课

方 式
理论课（√）、实践课（ ）、习题题（ ）、其它（ ）

教学

时数
10

教 学

目 的

要 求

1.理解定积分的概念。

2.掌握定积分的性质及定积分中值定理，掌握定积分的换元积分法与分部积分法。

3.理解变上限定积分定义的函数，及其求导数定理，掌握牛顿—莱布尼茨公式。

4.了解广义积分的概念并会计算广义积分。

教 学

方 法
启发式讲授

教 学

重 点

难 点

教学重点：

1、定积分的性质及定积分中值定理

2、定积分的换元积分法与分部积分法。

3、牛顿—莱布尼茨公式。

教学难点：

1、定积分的概念

2、积分中值定理

3、定积分的换元积分法分部积分法。

4、变上限函数的导数。

教学步骤及内容：

第一节 定积分概念与性质

一、曲边梯形的面积

1.曲边梯形 设函数 yf(x)在区间[a b]上非负、连续 由直线 xa、xb、y0 及曲线 yf (x)所围

成的图形称为曲边梯形 其中曲线弧称为曲边
2.曲边梯形面积：

设函数 yf(x)在区间[a b]上非负、连续 求直线 xa、xb、y0

及曲线 yf (x)所围成的曲边梯形的面积

(1)用分点 ax0x1x2   xn1xnb把区间[a b]分成 n个小区间

[x0 x1] [x1 x2] [x2 x3]     [xn1 xn ] 记xixixi1 (i1 2     n)

(2)任取i[xi1 xi] 以[xi1 xi]为底的小曲边梯形的面积可近似为

ii xf )( (i1 2     n) 所求曲边梯形面积 A的近似值为





n

i
ii xfA

1
)( 

(3)记max{x1 x2   xn } 所以曲边梯形面积的精确值为
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





n

i
ii xfA

10
)(lim 




二、定积分定义

抛开上述问题的具体意义 抓住它们在数量关系上共同的本质与特性加以概括 就抽象出下述

定积分的定义
1.定积分的定义 设函数 f(x)在[a b]上有界 用分点 ax0x1x2   xn1xnb把[a b]分成 n

个小区间 [x0 x1] [x1 x2]    [xn1 xn]  记xixixi1(i1 2   n)
任 i[xi1 xi] (i1 2   n) 作和





n

i
ii xfS

1
)( 

记max{x1 x2   xn} 如果当0 时 上述和式的极限存在 且极限值与区间[a b]的分法

和 i的取法无关 则称这个极限为函数 f(x)在区间[a b]上的定积分 记作 
b

a
dxxf )( 

即 





n

i
ii

b

a
xfdxxf

10
)(lim)( 




其中 f (x)叫做被积函数 f (x)dx叫做被积表达式 x叫做积分变量 a 叫做积分下限 b 叫做积分上限
[a b]叫做积分区间

根据定积分的定义 曲边梯形的面积为 
b

a
dxxfA )( 

注：
(1)定积分的值只与被积函数及积分区间有关 而与积分变量的记法无关 即

 
b

a

b

a

b

a
duufdttfdxxf )()()( 

(2)和



n

i
ii xf

1
)( 通常称为 f (x)的积分和

(3)如果函数 f (x)在[a b]上的定积分存在 我们就说 f (x)在区间[a b]上可积
2.定积分的几何意义

在区间[a b]上 当 f(x)0 时 积分 
b

a
dxxf )( 在几何上表示由曲线 yf (x)、两条直线 xa、xb 与 x

轴所围成的曲边梯形的面积 当 f(x)0 时 由曲线 y f (x)、两条直线 xa、xb 与 x轴所围成的曲边

梯形位于 x轴的下方 定义分在几何上表示上述曲边梯形面积的负值

 


b

a

n

i
ii

n

i
ii

b

a
dxxfxfxfdxxf )]([)]([lim)(lim)(

1010





当 f (x)既取得正值又取得负值时 函数 f(x)的图形某些部分在 x轴的上方 而其它部分在 x轴的

下方 如果我们对面积赋以正负号 在 x轴上方的图形面积赋以正号 在 x轴下方的图形面积赋以负

号 则在一般情形下 定积分 
b

a
dxxf )( 的几何意义为 它是介于 x轴、函数 f(x)的图形及两条直线 xa、

xb之间的各部分面积的代数和函数 f(x)在[a b]上满足什么条件时 f (x)在[a b]上可积呢？

3.定理 1 设 f (x)在区间[a b]上连续 则 f (x) 在[a b]上可积
4.定理 2 设 f (x)在区间[a b]上有界 且只有有限个间断点 则 f (x) 在[a b]上可积



《高等数学》教案

121

例 1. 利用定义计算定积分 dxx21

0 

解 把区间[0 1]分成 n等份分点为和小区间长度为

n
ixi  (i1 2   n1)

n
xi

1 (i1 2   n) 

取
n
i

i  (i1 2   n)作积分和





n

i
i

n

i
ii

n

i
i nn

ixxf
1

2

1

2

1

1)()( 

)12)(1(
6
111

3
1

2
3  


nnn

n
i

n

n

i
)12)(11(

6
1

nn
 

因为
n
1  当0 时 n 所以

3
1)12)(11(

6
1lim)(lim

10
21

0



 nn

xfdxx
n

n

i
ii



利定积分的几何意义求积分:

例 2用定积分的几何意义求  
1

0
)1( dxx 和

4
dxx11

0
2 

 .

解: 函数 y1x在区间[0 1]上的定积分是以 y1x为曲边以区间[0 1]为底的曲边梯形的面积
因为以 y1x为曲边以区间[0 1]为底的曲边梯形是一直角三角形 其底边长及高均为 1 所以

2
111

2
1)1(1

0
 dxx 

三、定积分的性质

两点规定

(1)当 ab时 0)( 
b

a
dxxf 

(2)当 ab时  
a

b

b

a
dxxfdxxf )()( 

性质 1 函数的和(差)的定积分等于它们的定积分的和(差) 即

 
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([ 

证明:  
b

a
dxxgxf )]()([ 




n

i
iii xgf

10
)]()([lim 







n

i
ii

n

i
ii xgxf

1010
)(lim)(lim 



 
b

a

b

a
dxxgdxxf )()( 

性质 2 被积函数的常数因子可以提到积分号外面 即

 
b

a

b

a
dxxfkdxxkf )()( 
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这是因为 



n

i
ii

b

a
xkfdxxkf

10
)(lim)( 

  


b

a

n

i
ii dxxfkxfk )()(lim

10





性质如果将积分区间分成两部分则在整个区间上的定积分等于这两部分区间上定积分之和
即

 
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()( 

这个性质表明定积分对于积分区间具有可加性
值得注意的是不论 a b c的相对位置如何总有等式

 
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()(

成立 例如 当 a<b<c时 由于

 
c

b

b

a

c

a
dxxfdxxfdxxf )()()( 

于是有

 
c

b

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()(  

b

c

c

a
dxxfdxxf )()( 

性质 4 如果在区间[a b]上 f (x)1 则

abdxdx b

a

b

a
  1 

性质 5 如果在区间[ab]上 f (x)0 则

 
b

a
dxxf 0)( (ab)

推论 1 如果在区间[ab]上 f (x) g(x) 则

 
b

a

b

a
dxxgdxxf )()( (ab)

这是因为 g (x)f (x)0 从而

  
b

a

b

a

b

a
dxxfxgdxxfdxxg 0)]()([)()( 

所以

 
b

a

b

a
dxxgdxxf )()( 

推论 2  
b

a

b

a
dxxfdxxf |)(||)(| (ab)

这是因为|f (x)|  f (x)  |f (x)|所以

  
b

a

b

a

b

a
dxxfdxxfdxxf |)(|)(|)(| 

即  
b

a

b

a
dxxfdxxf |)(||)(| |

性质 6 设 M 及 m 分别是函数 f(x)在区间[ab]上的最大值及最小值 则

 
b

a
abMdxxfabm )()()( (ab)

证明 因为 m f (x)M  所以
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  
b

a

b

a

b

a
Mdxdxxfmdx )( 

从而

 
b

a
abMdxxfabm )()()( 

性质 7 (定积分中值定理) 如果函数 f(x)在闭区间[ab]上连续 则在积分区间[ab]上至少存在

一个点 使下式成立

 
b

a
abfdxxf ))(()(  

这个公式叫做积分中值公式
证明 由性质 6

 
b

a
abMdxxfabm )()()( 

各项除以 ba 得

 



b

a
Mdxxf

ab
m )(1 

再由连续函数的介值定理 在[ab]上至少存在一点  使




b

a
dxxf

ab
f )(1)( 

于是两端乘以 ba得中值公式

 
b

a
abfdxxf ))(()(  

积分中值公式的几何解释
应注意 不论 a<b还是 a>b 积分中值公式都成立

第二节 微积分基本公式

一、积分上限函数及其导数

设函数 f(x)在区间[a b]上连续 并且设 x为[a b]上的一点我们把函数 f(x)在部分区间[a x]上的

定积分 dxxfx
a

)( 称为积分上限的函数  它是区间 [a  b]上的函数  记为 (x) dxxfx
a

)(  或

(x) dttfx
a

)( 

定理 1 如果函数 f(x)在区间[a b]上连续 则函数

(x) dxxfx
a

)(

在[a b]上具有导数 并且它的导数为

(x) )()( xfdttf
dx
d x

a
  (ax<b)

简要证明 若 x(a b) 取x使 xx(a b)

(xx)(x) dttfdttf x

a

xx

a
)()(  



dttfdttfdttf x

a

xx

x

x

a
)()()(  


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xfdttfxx

x
 

 )()(  

应用积分中值定理 有f ()x
其中在 x 与 xx之间 x0 时 x  于是

(x) )()(lim)(limlim
00

xfff
x xxx











若 xa  取x>0 则同理可证(x) f(a) 若 xb  取x<0 则同理可证(x) f(b)
定理 2 如果函数 f(x)在区间[a b]上连续 则函数

(x) dxxfx
a

)(

就是 f (x)在[a b]上的一个原函数
定理的重要意义 一方面肯定了连续函数的原函数是存在的 另一方面初步地揭示了积分学中

的定积分与原函数之间的联系
二、牛顿莱布尼茨公式

定理 3 如果函数 F (x)是连续函数 f(x)在区间[a b]上的一个原函数 则

)()()( aFbFdxxfb
a

 

此公式称为牛顿莱布尼茨公式 也称为微积分基本公式

这是因为 F(x)和(x) dttfx
a

)( 都是 f(x)的原函数 所以存在常数 C 使

F(x)(x)C (C为某一常数)
由 F(a)(a)C及(a)0 得 CF(a) F(x)(x)F(a)
由 F(b)(b)F(a) 得(b)F(b)F(a) 即

)()()( aFbFdxxfb
a

 

证明 已知函数 F(x) 是连续函数 f(x) 的一个原函数 又根据定理 2 积分上限函数

(x) dttfx
a

)(
也是 f(x)的一个原函数 于是有一常数 C 使

F(x)(x)C (axb)
当 xa时 有 F(a)(a)C 而(a)0 所以 CF(a) 当 xb 时 F(b)(b)F(a)
所以(b)F(b)F(a) 即

)()()( aFbFdxxfb
a

 

为了方便起见 可把 F(b)F(a)记成 b
axF )]([  于是

)()()]([)( aFbFxFdxxf b
a

b

a
 

进一步揭示了定积分与被积函数的原函数或不定积分之间的联系

例 1. 计算 
1

0
2dxx 

解 由于 3
3
1 x 是 2x 的一个原函数 所以
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3
10

3
11

3
1]

3
1[ 331

0
31

0
2  xdxx 

例 2 计算 2
3

1 1 x
dx
 

解 由于 arctan x是 21
1
x

的一个原函数 所以

3
12

3

1
][arctan

1 


 x
x
dx )1arctan(3arctan  

12
7)

4
 (

3
  

例 3. 计算 




1

2
1 dx
x



解 1
2

1

2
|]|[ln1 





 xdx

x
ln 1ln 2ln 2

例 4. 计算正弦曲线 ysin x在[0 ]上与 x轴所围成的平面图形的面积
解 这图形是曲边梯形的一个特例 它的面积


00

]cos[sin xxdxA   (1)(1)2

例 5. 设 f(x)在[0, )内连续且 f(x)>0 证明函数


 x

x

dttf

dtttf
xF

0

0

)(

)(
)(

在(0 )内为单调增加函数

证明 )()( 
0

xxfdtttf
dx
d x

  )()(
0

xfdttf
dx
d x

  故

2
0

0 0

))((

)()()()(
)(


 

 x

x x

dttf

dtttfxfdttfxxf
xF

2
0

0

))((

)()()(


 

 x

x

dttf

dttftxxf


按假设 当 0tx时 f (t)>0 (xt)f (t) 0  所以

0)(
0

 dttfx  0)()(
0

 dttftxx 

从而 F (x)>0 (x>0) 这就证明了 F (x) 在(0 )内为单调增加函数

例 6. 求 2

1

cos
0

2

lim
x

dte
x

t

x

 




解 这是一个零比零型未定式 由罗必达法则

ex
xe

x
dte

x
dte x

x

x t

x
x

t

x 2
1

2
sinlimlimlim

2
22

cos

02

cos

1
02

1

cos
0


 











 

提示 设  
x t dtex

1
2)(  则  

x t dtex cos

1
2)(cos 

xux t exxe
dx
duu

du
dx

dx
ddte

dx
d 222 coscos

1
sin)sin()()(cos   
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§5 3 定积分的换元法和分部积分法

一、定积分的换元积分法

定理 假设函数 f(x)在区间[a b]上连续 函数 x(t)满足条件
(1)()a  ()b
(2)(t)在[ ](或[ ])上具有连续导数 且其值域不越出[a b]

则有

dtttfdxxfb
a

)()]([)( 



  

这个公式叫做定积分的换元公式
证明 由假设知 f(x)在区间[a b]上是连续 因而是可积的 f [(t)](t)在区间[ ](或[ ])上也是

连续的 因而是可积的
假设 F(x)是 f (x)的一个原函数 则

dxxfb
a

)( F(b)F(a)

另一方面 因为{F[(t)]}F [(t)](t) f [(t)](t) 所以 F[(t)]是 f [(t)](t)的一个原函数 从

而

dtttf )()]([ 



 F[( )]F[( )]F(b)F(a)

因此 dtttfdxxfb
a

)()]([)( 



  

注：应用该方法时要注意换元的同时要换限。

例 1 计算  
a dxxa
0

22 (a>0)

解    2
0

sin
0

22 coscos  


tdtatadxxa taxa 令

  2
0

2
2

0
22 )2cos1(

2
cos


dttatdta

22
0

2

4
1]2sin

2
1[

2
atta 


 

提示 tataaxa cossin22222   dxa cos t  当 x0 时 t0 当 xa时
2
t 

例 2 计算 xdxxsincos52
0




解 令 tcos x 则

xxdxdxx coscossincos 52
0

52
0  



6
1]

6
1[ 1

0
61

0
50

1
5cos  

 tdttdtttx令 

提示 当 x0 时 t1 当
2
x 时 t0
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或 xxdxdxx coscossincos 52
0

52
0  



6
10cos

6
1

2
cos

6
1]cos

6
1[ 662

0
6  
x 

例 3 计算  


0
53 sinsin dxxx 

解 dxxxdxxx |cos|sinsinsin 2
3

00
53  



 





2
2
3

2
0

2
3

cossincossin xdxxxdxx

 





2
2
3

2
0

2
3

sinsinsinsin xxdxxd

5
4)

5
2(

5
2]sin

5
2[]sin

5
2[

2
2
5

2
0

2
5

 



xx 

提示 |cos|sin)sin1(sinsinsin 2
3

2353 xxxxxx  

在 ]
2

 ,0[  上|cos x|cos x 在 ] ,
2

[  上|cos x|cos x

例 4 计算 dx
x
x 
4

0 12
2 

解  



  3

1
23

1

2
124

0
)3(

2
122

1
  

12
2 dtttdt

t

t
dx

x
x tx令

3
22)]3

3
1()9

3
27[(

2
1]3

3
1[

2
1 3

1
3  tt 

提示
2

12  tx  dxtdt 当 x0 时 t1 当 x4 时 t3

例 5 证明 若 f (x)在[a a]上连续 则

1）若 f (x)为偶函数  


aa

a
dxxfdxxf

0
)(2)( 

2）若 f (x)为奇函数 则 f (x)f (x) 0

证明 因为 dxxfdxxfdxxf a

a

a

a
)()()(

0

0
 




而  




aa

a

tx

a
dxxfdttfdttfdxxf

00

00 )()()(  )( 令


所以若 f (x)为偶函数  


aaa

a
dxxfdxxfdxxf

00
)()()(

 


aa

a

a dxxfdxxfdxxfxf
00

)(2)(2)]()([ 

若 f (x)为奇函数 则 f (x)f (x) 0 从而

0)]()([)(
0

 
aa

a
dxxfxfdxxf 

例 6 若 f (x)在[0 1]上连续 证明
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(1)   2
0

2
0

)(cos)(sin


dxxfdxxf 

(2)  
 
00

)(sin
2
 )(sin dxxfdxxxf 

证明 (1)令 tx 
2
  则

dttfdxxf )]
2

[sin()(sin 0

2

2
0

  




  2
0

2
0

)(cos)]
2

[sin(
  dxxfdttf 

(2)令 xt 则

 
0

0
)][sin()()(sin



  dttftdxxxf

 



00
)(sin)()][sin()( dttftdttft

 



00

)(sin)(sin dtttfdttf

 

00

)(sin)(sin dxxxfdxxf 

所以  
 
00

)(sin
2
 )(sin dxxfdxxxf 

例 7 设函数













01   cos1
1

0      
)(

2

xx

xxe
xf

x

 计算  
4

1
)2( dxxf 

解 设 x2t 则

 






2

0

0

1

2

1

4

1
2

cos1
1)()2( dttedt
t

dttfdxxf t

2
1

2
1

2
1tan]

2
1[]

2
[tan 42

0
0

1
2  


eet t 

提示 设 x2t 则 dxdt 当 x1 时 t1 当 x4 时 t2
二、分部积分法

设函数 u(x)、v(x)在区间[a b]上具有连续导数 u(x)、v(x) 由
(uv)uv u v得 u vu vuv  式两端在区间[a b]上积分得

vdxuuvdxvu b

a
b
a

b

a
  ][  或 vduuvudv b

a
b
a

b

a   ][ 

这就是定积分的分部积分公式
分部积分过程

    ][][   vdxuuvvduuvudvdxvu b

a
b
a

b

a
b
a

b

a

b

a


例 1 计算 xdxarcsin2
1

0 

解 xdxarcsin2
1

0 xxdxx arcsin]arcsin[ 2
1

0
2
1

0 
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dx
x
x

2
2
1

0 162
1


 

)1(
1

1
2
1

12
2

2
2
1

0
xd

x



 

2
1

0
2 ]1[

12
x  1

2
3

12
  

例 2 计算 
1

0
dxe x 

解 令 tx   则

 
1

0

1

0
2 tdtedxe tx


1

0
2 ttde


1

0
1 
0 

2 ][2 dtete tt

2 ][22 1 
0 
 tee 

例 3 设  2
0

sin


xdxI n
n  证明

(1)当 n为正偶数时
22

1
4
3

2
31 



n
n

n
nIn 

(2)当 n为大于 1 的正奇数时
3
2

5
4

2
31 



n
n

n
nIn 

证明  2
0

sin


xdxI n
n   2

0
1 cossin


xxdn

   2
0

12 
0 

1 sincos]sin[cos


xxdxx nn

  2
0

22 sincos)1(


xdxxn n   2
0

2 )sin(sin)1(


dxxxn nn

   2
0

2
0

2 sin)1(sin)1(


xdxnxdxn nn

(n1)I n 2(n1)I n 
由此得

2
1


 nn I
n
nI 

02 2
1

4
3

42
52

22
32

2
12 I

m
m

m
m

m
mI m 





 

112 3
2

5
4

32
42

12
22

12
2 I

m
m

m
m

m
mI m 








 

而
2

2
00


  dxI  1sin2

01  


xdxI 

因此
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22
1

4
3

42
52

22
32

2
12

2








m
m

m
m

m
mI m 

3
2

5
4

32
42

12
22

12
2

12 







 m

m
m
m

m
mI m 

例 3 设  2
0

sin


xdxI n
n (n为正整数) 证明

22
1

4
3

42
52

22
32

2
12

2



 m

m
m
m

m
mI m 

3
2

5
4

32
42

12
22

12
2

12 


 m
m

m
m

m
mI m 

证明  2
0

sin


xdxI n
n   2

0
1 cossin


xxdn

   2
0

222 
0 

1 sincos)1(]sin[cos


xdxxnxx nn

  2
0

2 )sin(sin)1(


dxxxn nn

   2
0

2
0

2 sin)1(sin)1(


xdxnxdxn nn

(n1)I n 2(n1)I n 

由此得 2
1


 nn In
nI 

02 2
1

4
3

42
52

22
32

2
12 Im

m
m
m

m
mI m 


 

112 3
2

5
4

32
42

12
22

12
2 Im

m
m
m

m
mI m 


 

特别地 2
2

00


  dxI  1sin2
01  


xdxI 

因此 22
1

4
3

42
52

22
32

2
12

2



 m

m
m
m

m
mI m  3

2
5
4

32
42

12
22

12
2

12 


 m
m

m
m

m
mI m 

复习思考题、作业题：

因材施教，将根据课堂授课的实际情况布置作业。

下次课预习要点

教 学

后 记
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